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摘要 


本 文 我 们 主要 研究 无 穷 维 空间 上 的 随机 微分 方程 ， 包 括 以 下 内 容 : 
1 Hilbert 空间 上 的 带 跳 随机 微分 方程 

Wt K Al A 为 两 个 实 可 分 Hilbert ZH, (U,E,n) 29— o 有限 测度 空间 . (Q, Z, P; F) 
为 一 完备 带 流 的 概率 空间 ， W 为 其 上 K 值 柱 Q-Brown 323), p 为 其 上 U 值 拟 左 连续 
平稳 Poisson 点 过 程 ，N,, N, 和 分 别 为 p 的 计数 测度 ,补偿 测度 和 特征 测度 ， Uo € €, 
Hip n(U — Uo) < +00. 

考虑 如 下 H 值 非 Markov 型 带 跳 随机 微分 方程 ; 


t t t 
X = Xo+ | ols, X) aw, + f b(s, X) ts f f(s, X, u) N,( ds, du) 
0 0 0 JU 


e [ Í| tex Nds, du) (1) 


在 文章 [54] 中 我 们 证 明了 如 下 结 
定理 1 Z 

(1) 存在 函数 H(t,u): R+ x R} 一 Ry WE: 

(1a) H(t,u) 对 固定 的 u € R, 关于 t 局 部 可 积 ， 对 固定 的 t€ Ry 关于 u 为 连续 增 
函数 ， 

(1b) Vt > 0, X e £? (D(H)) # 


loc 


















































E (lett 30) +E MEI +E (f. 1E X, Naan) 


p 


z ( Í Ift. X, Pn Cu) ) 
< H («s (sup ixir) ) | 


(1c) VK > 0 及 初 值 uo 477 E (|X,|”), 方程 


du 
— = KH 
T = KH(t,u) 








+ 


有 全 局 解 . 























(2) 存在 函数 G(t u): Ry x R} o Ry 满足 : 


(2a) G(t,u) 对 固定 的 u € R, 关于 局 部 可 积 ， 对 固定 的 t € Ry 关于 u 为 连续 增 
函数 ， 且 G(t,0) = 0, 


(2b) Yt > 0, X, Y e Œ (D(H)) 有 


loc 



































š (lle (z, X) — e(t Y)lizs) + E (Ibl, X) — b, YIP) 


«(f Af X.) — f, Y. Pn a) 











+ 





R 











+ 


z (/. IFE, X, u) — f(t, Y, u)]?n( a) | 


< G («s (sup |X, — v4") ; 
r<t 


(2c) VK > 0, Æ R, 上 的 非 负 函数 Z 满足 vt € R4, 

















$ 
ack | G(s, Zs) ds, 
0 


可 得 Z = 0. 
则 方程 (1) 的 解 存 在 且 满 足 轨道 唯一 性 . 

需要 说 明 的 是 ， 我们 给 出 的 条 件 是 非常 弱 的 ， 现 有 的 关于 非 Lipschitz 系数 的 随机 微 
分 方程 解 的 存在 唯一 性 的 结果 一 般 都 可 作为 其 特例 给 出 ， 男 外 ， 此 类 方程 的 涵盖 面 是 非 


常 广 的， 在 文中 我 们 只 给 出 一 个 简单 的 例子 ， 它 包括 了 环 的 同 胚 群 上 的 Brown 运动 (Z 
看 [2, 1]). 


注意 到 由 于 方程 (1) 中 纯 跳 随 机 积分 项 的 存在 ， 在 用 逐次 台 近 考察 解 的 存在 性 的 时 
候 , 我 们 会 遇 到 带 跳 项 的 窍 佑 计 间 题 . 为 此 , 我 们 证 明了 如 下 的 类 似 于 Burkholder-Davis- 
Gundy 不 等 式 的 一 个 结果 


定理 2 若 p>2, f € Zü. (H), M, = fo fu f(s,u)Ñ,(ds, du), 则 存在 常数 K,, > 0, 使 得 


vt € Rj, 
z (sup ian”) < kf (z ( | f(s dn dw) ) 
+E Í Í (eon a ) ] ds. 


2 Hilbert 空间 上 的 倒 向 随机 微分 方程 


























II 


考虑 如 下 H 值 闪 线性 倒 向 随机 微分 方程 (Q= I): 


T T 
Xr = X, + J (o (s, Xs) + Y;) AW, + J b(s, Xs, Y.) ds. (2) 
i t 


在 文章 [67] 中 我 们 证 明了 如 下 结 
定理 3 设 
(1) 存在 函数 H(t, u): [0, T] x R} — R. 满足: 


ree H(t, u) HEM ue R. # f H (s, u) ds < +00, 对 固定 的 上 E [0, T] $F u X 
(1b) 存在 常数 C > 0, fF Vt € [0, T], X e C(Q, H), Y € LQ, £5), 有 





























|o (t, X), 


< H(tE||X|), 
Ellet, X, Y)? < 


(t, EXI?) + CE|Ylz,, 











H 
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(1c) YK > 0 及 终 值 ur>0, 方程 


du 


在 [0, T] 有 人 解 . 
(2) 存在 函数 G(t u): [0, T] x Rp OR, WE: 


(2a) G(t,u) 对 固定 的 veR+ ENG (s,u) ds < +oo, 对 固定 的 te [0, T] 关于 为 
连续 增 函 数 ， 且 G(t0)-0, 


(2b) Vt € [0, T], X, X' e C*(0, H), Y,Y' € C?*(0, Lo), 有 














glo (t, X) — e(t, X|IZ, 
Eliel, X,Y) — b(t, X”, YDI]? 








(t, EX — X"||?), 
(t, EX — X'|2) + CE||Y — Y"||Z., 

















£d 
<p 























(2c) VK > 0, 4 [0, T] 上 的 非 负 函数 Z 满足 vt € [0, T], 


T 
ask | G(s, Zs) ds 
t 


可 得 Z = 0. 


则 方程 (2) 的 解 存 在 唯一 . 


IH 


3 Banach 空间 上 的 随机 微分 方程 


ie E A— M -2 型 实 可 分 Banach 空间 ， F 为 另 一 实 可 分 Banach 空间 ， W 为 fF 
值 Brown 运动 . Wu Hj E 值 非 Markov 型 随机 微分 方程 : 


i= ,X) dW, b(s, X) ds. 

X, Xot | als.xyaw.+ f (s, X) ds (3) 
类 似 于 定理 1, 我 们 给 出 了 非 Lipschitz 系数 条 件 下 方程 (3) 的 解 的 存在 唯一 性 的 一 

个 结果 ， 具 体 参 看 文章 [48]( 已 被 应 用 数学 录用 ). 

4 ”由 无 穷 个 Brown 运动 驱动 的 随机 微分 方程 


这 部 分 工作 来 源 于 文章 [49|( 发 表 于 J.Funct.Anal.), 在 那里 我 们 考虑 的 是 一 维 时 齐 的 
Markov 型 随机 微分 方程 : 


X = X,) dW, b(.X,) ds, 4 
vt f etx) + [ ox as (4) 
这 里 我 们 将 其 推广 为 多 维 非 Markov 型 方程 . 

考虑 如 下 R” {ASE Markov 型 随机 微分 方程 : 


hn (5) 





无 穷 个 相互 独立 的 实 值 Brown 运动 . 

此 类 方程 实际 上 是 Hilbert 空间 值 柱 I-Brown 运动 驱动 的 随机 微分 方程 的 特殊 情 
Æ. 我 们 仿照 有 限 维 的 情形 定义 了 弱 解 ， 强 解 ， 唯 一 强 解 等 概念 ， 并 得 到 了 与 经 典 的 随 
机 微分 方程 的 结果 平行 的 一 些 结论 , 还 给 出 了 该 类 方程 在 非 Lipschitz 系数 的 条 件 下 存在 
唯一 强 解 的 几 个 充分 条 件 . 
定理 4 方程 (5) 有 唯一 强 解 等 价 于 它 存在 一 个 弱 解 且 其 解 具 有 轨道 唯一 性 . 
定理 5 设 和 为 非 负 局 部 可 积 函 数 ，pl 和 po AR, EWY WRAL p1(0) = p2(0) = 0 
H. 3p22, 使 





—— du = +00. 
o+ piu) + px (u) 


£ |lo(t,0)|| f |b(t,0)| € Z. (R), H Vt € Ry, X,Y € W”, 有 
lo X)— oY) < Vn (slx, - Yel), 
b, X) b(t, Y). < 4/Xt)ps (sup |x, - xl. 
则 方程 (5) 有 唯一 强 解 . 


关于 方程 (5) 的 弱 解 ， 我 们 通过 证 明 如 下 的 连续 局 部 款 的 无 穷 维 随机 积分 表示 定 
理 ， 得 到 了 其 弱 解 的 存在 性 等 价 于 某 个 蒜 问 题 的 解 的 存在 性 的 结果 . 这 部 分 工作 取 自 文 








章 [65]( 已 被 华中 科技 大 学 学 报 (自然 科学 版 ) 录用 ). 


定理 6 设 (OF, P; Z) 满足 通常 条 件 ， M € JM wet 
£?(R" &1?), 使 


























t 
at = [ (a). ds (41—1,2,--- 
0 














Rm) H Mo = 0 a.s.. Æ 





do € 


其 中 a = cot, 则 存在 (Q, Z, P; 万 ) 的 一 个 拓 广 (Q, Z, P: Z.) 及 其 上 的 无 穷 个 相互 独立 的 


万 -Brown 运动 W = (W!,W?,---), fi 
t 
M. = os dW,, a.s.. 
0 
定理 7 设 方程 (4) 的 系数 o MLA, HWE 
(1) 存在 R 上 的 连续 增 函 数 p, 满足 p(0) = 0 及 


f p (u) du = +00, 
ot 











ÎE Vr,y € R 





llo (z) — ely) Sele — yl), 
(2) 存在 R, 上 的 增 四 函数 y, 满足 y(0) = 0 及 
f y (u) du = +00, 
ot 











使 Vx,yER 民 有 





d(x) — b(g)|<y(]z — yl), 
则 方程 (4) 有 唯一 强 解 . 


随后 ， 我 们 还 进一步 给 出 了 方程 (4) 的 解 的 强 Markov 性 ， 非 接触 性 和 强 比 较 定 理 


等 . 














此 外 ， 考 虑 如 下 R” 值 半 线性 倒 向 随机 微分 方程 : 
f: 


T. 
Xx | (ols, X) +Y) aW, + f 
$ t 


(6) 


其 中 W = (W^, WA] (W?,j = 1,2,-- .J 为 完备 概率 空间 (Q, F, P) 上 的 无 穷 个 相互 


独立 的 实 值 Brown 运动 ， Z, AW 生成 的 完备 自然 o 代数 流 ， 了 > 0. 


我 们 证 明了 如 下 定理 : 











定理 8 UA 为 非 负 函数 ， 且 满足 J A(s)ds < +00, pi 和 ps WR, 上 的 增 凹 函数 ， 满 足 
pi(0) = p2(0) = 0 H 





f ee du = +00 
o+ PI) + piu) | 


# o(t,w,0) € £?([0, T], R^ & 12), b(t, w, 0,0) € £?([0, T], Rm), B. vt € [0, T], X, X' € R”, 
Y Y e Rm" @ 2, # 


























lle (t, X) — o (t, X’)| 
BEXT- 


和 vAMt)n(X — X'|) as., 
< VAE)pa(|X — X') + CY -YH a.s. 


则 方程 (6) 的 解 存 在 唯一 . 


5 ” 双 参 数 带 跳 随机 微分 方程 


这 部 分 工作 来 源 于 文章 [64|( 已 被 应 用 数学 录用 ), 在 那里 我 们 考虑 的 是 由 一 维 Brown 
单 驱 动 的 非 时 齐 的 Markov 型 双 参 数 带 跳 随 机 微分 方程 ， 这 里 我 们 将 其 推广 为 由 无 穷 个 
Brown 单 驱 动 的 非 Markov 型 方程 . 


上 的 无 穷 个 相互 独立 的 实 值 Brown FA, Y 为 其 上 的 Poisson 单 ， A 为 其 强度 测度 ， 
N=Y-A. 


考虑 如 下 双人 参数 非 Markov 型 带 跳 随机 微分 方程 ; 
A... = xf o(6,X) awe + f b(£, X) d£ 


«f, aE, X) dhet f BEX) aN. (7) 


我 们 用 类 似 的 方法 证 明了 下 面 的 结 
定理 9 设 
(1) 存在 函数 H(z,u) : RE x R 一 R, 满足 : 


(1a) H(2,u) 对 固定 的 ue R. 关于 2 对 aB, 局 部 可 积 ， 对 固定 的 z © R2 关于 4 


(1b) Vz e R2, X € £ (2) 有 










































































E (lo (z, XIP) + E (Nz, X)|?) + E(a(z, X)|?) + E(|0(z, X)]?) 
< H («s (sw IXcI? |], 


Cx 





























VI 











(1c) VK > 0 及 初 值 (> € OR? 时 的 值 )juo>5r-!EE (|Xol?), 方程 





du = KH(z,u)dB; 


有 全 局 解 . 
(2) 存在 函数 G(z u) : R2. x R} > Ry 满足 : 


(2a) G(z,u) 对 固定 的 u € R, 关于 z 对 dB, 局 部 可 积 ， 对 固定 的 z c R2 KF 为 
连续 增 函 数 ， 目 G(z,0) = 0, 


(2b) Vz € R2, X,Y € £5.(9) 有 


]oc 






































E (|lo(z, X) — a(z, YII) + E (Ib(z, X) — b(z, Y )JP) 
E (Jo(z, X) — a(z, YI) + E([8(z, X) — B(z, Y )*) 


E (sup [Xe = x) " 
ç <z 









































人 
Q + 
ES 




















(2c) VK > 0, 3 R, 上 的 非 负 函数 Z 满足 Vz c RY, 





z«k | G(£&; Ze) dBe, 
Rz 

可 得 Z = 0. 

则 方程 (7) 的 解 存 在 且 满 足 轨道 唯一 性 . 


6 ICA Brown 单 驱 动 的 随机 微分 方程 
考虑 如 下 双 参 数 非 Markov 型 随机 微分 方程 : 


X,= z+ 人 o (€, X) dW; + 人 b(£, X) dé, (8) 











其 中 W = (W+, W?, E ), (QW? j = 1, 2, me -} 为 某 完 备 带 流 的 概率 空间 (0, £, P; Fa) 上 的 
无 穷 个 相互 独立 的 实 值 Brown 单 . 

我 们 给 出 了 在 非 Lipschitz 系数 的 条 件 下 方程 (8) 存在 唯一 强 解 的 一 个 充分 条 件 . 这 
部 分 工作 取 自 文章 [50] (已 被 数学 物理 学 报 (中 文 版 ) 录用 ). 
定理 10 设 入 为 双 参 数 非 负 局 部 可 积 函 数 ， pl 和 po 为 R, 上 的 增 町 函数 ,满足 p1(0) = 
p2(0) = 0 R. 3p22, 使 














{at 
ED MEER E 
o+ Pi(u) + py (u) 


VII 


# ||o(z,0)|| æ |b(z,0)| € LR, 且 Vz € R2, X,Y cW, 有 
loe -oa DN < VAn (sX = 1). 
be x) -a < VEe (sX - 1). 
则 方程 (8) 有 唯一 强 解 . 


关键 词 : 带 跳 随机 微分 方程 ” 倒 癌 随机 微分 方程 ” 非 Markov 型 dE Lipschitz 系数 
唯一 强 解 “逐次 通 近 
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Abstract 


In this paper, we mainly study stochastic differential equations in infinite dimensional 


space. Our paper consists mainly of the following contents: 
1 SDEs in Hilbert space 


Let K and H be two real separate Hilbert spaces, and (U, E, n) be a o-finite measurable 
space. (Q, F, P; F;) is a complete filtered probability space, W is a K-valued cylindrical 
Q-Brownian motion, and p is a U-valued stationary Poisson point process with quasi left 
continuous path, Np, Ñ, and n is the counting measure, the compensating measure and 


the characteristic measure of p respectively. Uo € E with n(U — Uo) < +00. 


Consider the following non-Markovian stochastic differential equations with jumps in 
H: 


t 


t t 
Ay = Xo+ | ols, X) aw, [ b(s, X) tss f f(s, X,u)N,(ds, du) 
0 0 JUo 


" [ a Fee a (1) 


In paper [54], we prove the following result: 


Theorem 1 Suppose that 











(1) there exists a function H(t, u) : R} x R} — R+ such that: 





(la) H(t, u) is locally integrable in t for each fixed u € R, and is continuous nonde- 











creasing in u for each fixed t € R4, 





(1b) Vt > 0, X € £^ (D(H)) such that 


loc 


E (let 205) +E (Noe xP) +E ( Í ree xoa ca) 






































p 


+E ( | MX. nu) ) 


< H («s (sp ls) ) 
rt 


(1c) VK > 0 and any initial value uo24? E (|| Xo||P), the differential equation 


du 
— — KH(t 








IX 


has a global solution. 


(2) there exists a function G(t,u) : IR, x R ++ R, such that: 











(2a) G(t, wu) is locally integrable in t for each fixed u € R, and is continuous nonde- 


creasing in u for each fixed t € R}, and G(t,0) = 0, 

















(2b) Vt > 0, X,Y € £2, 


E (lott, X) — o(t, YI.) +E (I(t, X) — b, YIP") 
rE (f. MEX u- rev arca) 


ee (f aro Fer ne) ) 
Uo 
< G ( D (sup |x, - vil?) ) | 
r<t 


(2c) VK > 0, if a nonnegative function Z satisfies that Vt € R4 


(D(H)) such that 



























































then Z = 0. 


then Eq.(1) has a pathwise unique solution. 


We should bring the reader’s attention to the following fact, the conditions in Theorem 
1 is so weak that most of the well known results about non-lipschitz SDE can be as 
special cases of it. In addition, this kind of equation is an extension of classical stochastic 
differential equations, and we will give a simple example which includes the Brownian 


motion on the group of diffeomorphism of the circle (see [2, 1]). 


Noticing that the existence of pure jump's integration term in Eq.(1), we could meet 
the moment estimate problem of this term when we consider the existence of the solu- 
tion by successive approximations. So we prove the following Burkholder-Davis-Gundy's 


inequality: 


Theorem 2 For p22, f € Z2 (H), if M, = fo f, f( »( ds, du), then there exists a 
constant K,, 0 such that Vt € R,, 


e(sup Mar) < x, Í (E(w 
s<t 0 U 
+E ( f Ii(e,9]Pn(au)) ] ds. 


x 


















































2 BSDEs in Hilbert space 
Consider the following semilinear backward stochastic differential equations in H (Q = 


J): 
T T 
Xp = X, 十 J (o (s, Xs) + Ys) dW; + J b(s, Xs, Ys) ds. (2) 
t t 
In paper [67], We prove the following result: 


Theorem 3 Suppose that 


(1) there exists a function H(t, u) : [0,7] x R} > R+ such that: 














(la) H(t,u) satisfies [o H(s,u) ds < 十 co for each fixed u € R, and is continuous 
nondecreasing in u for each fixed t € [0, T], 


(1b) there exists a constant C > 0, Vt € [0,T], X e £°(0,H), Y € L?(Q, L2), such 
that 























Bllo(t, X), < H (6 EIX’), 
Ello, X,Y < H (t, EXI?) + CEIIY |, 


(1c) VK > 0 and any final value ur Z0, the differential equation 


du 
dt 








= —KH(t,u) 


has a solution in [0, T]. 




















(2) there exists a function G(t, u) : [0, T] x R, + R, such that: 














(2a) G(t, u) satisfies fo G(s,u) ds < 十 oo for each fixed u € R+, and is continuous 
nondecreasing in u for each fixed t € [0, T], and G(t, 0) = 0, 


(2b) Vt € [0, T], X, X' e L? (Q, H), Y, Y' € L2(Q, L2) such that 





Ele(t, X) o(t, X)l2, « G(&E|X — X'|?), 
ollb(t, X, Y) — b(t, X, Y)? < G (t, EIX — X'|) + CEIY -Ye,, 












































(2c) VK > 0, if a nonnegative function Z on [0,7] satisfies that Vt € [0, T], 
T 
ack | G(s, Z.) ds: 
t 
then Z = 0. 


then Eq.(2) has a unique solution. 


XI 


3 SDEs in Banach space 


Let E be a M-type 2 real separable Banach space, F be a real separable Banach space, 


and W be a F-valued Wiener process. 


Consider the following non-Markovian stochastic differential equations in E: 


t t 
X, =Xo+ f o (s, X) qw, + f b(s, X) ds. (3) 
0 0 
Similar to Theorem 1, we give a result about the existence and uniqueness of the solution 
to Eq. (3), which will be published in Mathematica Applicata(China) (see [48]). 
4 SDEs driven by countably many Brownian motions 


This part of work comes from paper [49], which has been published in J.Funct.Anal.. 
In that paper, we only consider one dimensional time homogeneous Markovian stochastic 


differential equations: 


t t 
AS z+ f o(X,) dW, «f b(.X,) ds, (4) 
0 0 
Here we extend to study high dimensional non-Markovian type equations. 


Consider the following non-Markovian stochastic differential equations with jumps in 
Rn: 














t t 
X, = z+ n o (s, X) aW, + | b(s, X) ds, (5) 
0 0 


where W = (WW?,...), (Wi j = 1,2,---} is an infinite sequence of independent 
Brownian motions on (Q, Z, P; Z+), which is a complete filtered probability space. 


This kind of equation is actually the special case of equation which driven by cylindrical 
I-Brownian motion in Hilbert space l°. Similar to the finite dimensional case, we define 
the conceptions of the weak solution, the strong solution and the unique strong solution, 
and then develop the results which parallel classical theories, and give some conditions on 


existence of the unique strong solution to the equation with non-Lipschitz coefficients. 


Theorem 4 Eq.(5) has a unique strong solution if and only if there is a solution to (5) 


and the pathwise uniqueness holds. 


Theorem 5 Let A be a non-negative, locally integrable function, p; and pə be concave 





nondecreasing functions on R, such that p1(0) = p2(0) = 0 and Ap>2, such that 


Laco 
— — dures +oo. 
o+ pi (u) + p> (u) 


XII 


If ||o(t,0)|| and |b(¢,0)| € Cr (R),and Vt € Ry, X,Y € W”, such that 
llo (t, X) — a(t, Y)| W X(t) px (sup |X, — Y, ); 
eX) HY) < XD (sup Xe - 1. 


then Eq.(5) has a unique strong solution. 


Concerning the weak solution to Eq.(5), we have proved the following infinite dimen- 


sional stochastic integral representation theorem of continuous local martingale, then we 


can conclude that the existence of the solution to Eq.(5) is equivalent to the existence of 


the solution to a martingale problem. This part of work will be published in J.Huazhong 


Univ.of Sci.& Tech. (Nature Science Edition) (see [65]). 


Theorem 6 Let (Q, F, P; £;) be a complete filtered probability space, M € AAc.oc( 

















and Mo = 0 a.s.. If do € £?(R™ @ 1°) such that 


t 
at = [ (a). ds (5,09 1, 2, ,m), 
0 











where a = co*, then there exists a extension (Q, Z, 





sequence of independent F;-Brownian motions W = (W+, W?, 


+ 
Mi = f Os dW,, a.s.. 
0 











Rm). 





;万 ) of (Q, F, P; Z,), and an infinite 
2...) on it such that 


Theorem 7 Suppose that c and b in Eq.(4) are bounded, and the following conditions 


are satisfied: 


(1) there exists a continuous non-decreasing function p on R+ such that p(0) = 


f p ?(u) du = +00, 
0 十 
and Vz, € R, 


lo (z) — o(g)||Sp(|z — yl), 


(2) there exists a concave non-decreasing function y on R, such that 7(0) = 0, 


J Y! (u) du = +oo, 
0+ 
and Vz, € R 


d(x) — b(g)|<y(]z — yl), 


then Eq.(4) has a unique strong solution. 


XIII 


Subsequently, we give some properties of the solution to Eq.(4), such as the strongly 


Markovian property, the non-contact property and a strong comparison theorem. 


Furthermore, consider the following semilinear backward stochastic differential equa- 


tions in R”: 
T T 
Xr = X, + J (o (s, Xs) + Y.) aW, + J b(s, Xs, Y.) ds, (6) 
t t 


where W = (W',W?,---), (Wi j = 1,2,---} is an infinite sequence of independent 


Brownian motions on (Q, F, P), which is a complete probability space, Z; is the complete 














natural o-algebras filtration generated by W, and T > 0. 


We have the following theorem: 


Theorem 8 Let À be a non-negative function such that i. A(s) ds < +00, pı and p» be 











concave nondecreasing functions on R4 such that p1(0) = p2(0) = 0 such that 


o+ Pilu) + p2(u) I 


If o(t,w,0) € £2([0, T], R” 12), b(t,w, 0,0) € £2((0, T], R”), and Yt € [0, TJ, X, X' € R”, 
Y, Y’ € R” @ I, such that 





























llo (t, X) — e(t, X^ II 
|b(t, X, Y) — b(t, X", Y^] 


VA(t)e(|X — X']) a.s., 


V A(t)ex(.X -X'+ CY — YY a.s., 


A 人 


then Eq.(6) has a unique solution. 


5 Two parameter SDEs with jumps 


This part of work will be published in Mathematica Applicata(China) (see [64]), where 
we only consider two parameter time homogeneous Markovian stochastic differential equa- 
tions driven by a Brown sheet, here we extend to study non-Markovian type equations 


driven by an infinite sequence of independent Brownian sheets. 


Let W = (W!,W?,...), (W?,j = 1,2,---} is an infinite sequence of independent 
Brownian sheets on (Q, Z, P; Z), which is a complete filtered probability space. Y is a 














Poisson sheet, A is the intensity measure of Us, and N = Y — A. 


Consider the following two parameter non-Markovian stochastic differential equations 


with jumps: 


y E Xo+ f ag, X)aW; f b(£, X) dé 


z 


XIV 


+ Í oS X) Ne + f BE X) ANE (Y) 


By the method similar to Theorem 1 we can prove the following result: 


Theorem 9 Suppose that 











(1) there exists a function H(z,u) : R? x R. > R. such that: 





(la) H(z,u) is locally integrable in z with respect to dB, for each fixed u € R, and is 


continuous nondecreasing in u for each fixed z € R2, where B, = z + A;, 











(1b) Yz € R2, X € & (D) such that 


loc 











E (lo(z, XIP) + E (Ib(z, X)|?)  E(Ja(z, X)IP) + E(18(z, X)”) 
< z (se (pit). 


(1c) VK > 0 and any initial value (i.e. on axes) uo>5?~'E(||Xol|”), the differential 






































equation 
du = K H(z,u) dB; 


has a global solution. 

















(2) there exists a function G(z, u) : R? x Ry + R, such that: 














(2a) G(z, u) is locally integrable in z with respect to dB, for each fixed u € R, and is 





continuous nondecreasing in u for each fixed z € R2, and G(z,0) — 0, 











(2b) Vz € R2, X,Y € er. (@) such that 

















E (llo(z, X) — a(z, YI) + E (Ib(z, X) — b(z, Y )P) 
+E (a(z, X) — a(z, Y )P) + E([8(z, X) — B(z, Y) 


< G (s E (sup Xe 一 x) ; 
ç < 


(2c) VK > 0, if a nonnegative function Z satisfies that Vz € RŽ, 
































P) 
































Rz 


then Z = 0. 


then Eq.(7) has a pathwise unique solution. 


XV 


6 SDEs driven by countably many Brownian sheets 


Consider the following two parameter non-Markovian stochastic differential equations: 
R; I 


where W = (Wt,W?,---), (Wi j = 1,2,---} is an infinite sequence of independent 
Brownian sheets on (Q, Z, P; Z,), which is a complete filtered probability space. 














We give a condition on existence of the unique strong solution to the equation with 
non-Lipschitz coefficients. This part of work will be published in Acta Math.Sci.(A) (see 
[50]). 


Theorem 10 Let À be a two parameter non-negative, locally integrable function, p; and 














p2 be concave nondecreasing functions on R+ such that p1(0) = p2(0) = 0 and 3p>2, such 
that 





Lacie 
o+ ph (u) + plu) 


If ||o(z,0)|| and |b(z,0)| € Lie and Vz € R2, X, Y c W, such that 


loc? 
le. -ol ON < Va (six; - Ya). 
ble, X) -b Y) < VX ps (sup Ixe - xl. 


then Eq.(8) has a unique strong solution. 


Keywords: SDE with jumps BSDE  Non-Markovian Non-Lipschitz coefficients 


Unique strong solution Successive approximation 
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近年 来 , 随机 分 析 , 随机 微分 方程 (SDE) 有 了 迅速 的 发 展 , 并 广泛 应 用 于 系统 科学 ， 
工程 控制 ， 物 理学 ， 金 融 经 济 等 领域 ， 随 机 微分 方程 理论 经 过 长 期 的 发 展 ， 已 取得 了 丰 
富 的 成 果 ， 但 由 于 理论 和 方法 的 限制 ， 大 多 数 工作 只 停留 在 有 限 维 的 情形 ， 而 且 系数 一 
般 要 求 为 Lipschitz 或 局 部 Lipschitz 且 线 性 增长 ， 然 而 在 实际 应 用 中 ， 我 们 有 时 需要 研 
究 无 穷 维 空间 上 的 随机 微分 方程 ， 或 者 ， 考 虑 非 Lipschitz 系数 (参看 Malliavin [1] 和 
Airault-Ren [2]) 以 及 更 弱 的 条 件 下 方程 解 的 一 些 情况 . 


考虑 如 下 的 R” 值 非 Markov 型 随机 微分 方程 : 














t 
0 


X-X | cis X)aW + f(s, Xs (1) 


38 
| xx (2) 


Xr = Xo+ i ao(s, X"n-1) dW, + h bis, A ds, n € N. 


£ c 7" b 满足 Lipschitz 条 件 ， 则 方程 (1) 有 唯一 强 解 ， 且 满足 Vp22, VI € R, 有 


lim E | sup |X? — X;|? | = 0. 
t«T 


n— oo 


关于 方程 (1) 的 研究 非常 之 多 ， 有 许多 文献 研究 了 方程 (1) 在 系数 满足 非 Lipschitz 
条 件 下 解 的 存在 唯一 性 . 读者 可 参看 Yamada-Watanabe [3, 4] 和 Taniguchi [5] 及 其 所 附 
参考 文献 。 Yamada-Watanabe [4] 得 到 了 一 个 较 好 的 关于 系数 满足 Holder 条 件 的 随机 
微分 方程 解 的 唯一 性 结果 . Yamada [3] 给 出 了 一 个 比 Ito 的 结果 更 好 的 条 件 来 保证 (2) 
式 中 的 逐次 允 近 收敛 . 在 此 基础 上 ，Yamada-Ogura [6] 给 出 了 该 方程 的 非 接 触 性 和 强 比 
较 定 理 . 

值得 注意 的 是 ， 在 [5] 中 ， Taniguchi 用 逐次 允 近 的 方法 证 明了 在 一 个 相当 弱 的 系数 
满足 非 Lipschitz 条 件 的 假设 下 ， Markov 型 随机 微分 方程 的 解 的 存在 唯一 性 .他 的 结 
包括 了 多 数 已 知 的 结果 (参看 [3, 4]). 


受 文献 [5] 的 启发 ， 我 们 研究 了 Hilbert 空间 上 的 由 柱 Q-Brown 运动 和 平稳 Poisson 
点 过 程 驱 动 的 非 Markov 型 随机 微分 方程 以 及 Banach 空间 上 的 非 Markov 型 随机 微分 
方程 ， 并 将 其 推广 到 由 无 穷 个 Brown 单 和 Poisson 单 驱 动 的 非 Markov 型 双 参 数 随 机 微 
分 方程 的 情形 . 关于 Hilbert 空间 或 Banach 空间 上 的 随机 积分 和 随机 微分 方程 ， 读 者 可 
参看 Da Prato-Zabczyk [7], Knoche-Frieler [8], Neidhardt [9] 和 Brzezniak-Carroll [10]). 

















倒 向 随机 微分 方程 的 理论 研究 的 历史 虽 短 ， 但 进展 却 很 迅速 ， 除 了 其 理论 本 身 所 具 
有 的 有 趣 数学 性 质 之 外 , 它 在 随机 控制 , 金融 数学 中 都 有 着 重要 的 运用 . 它 的 一 般 非 线性 
情况 的 基本 框架 由 Pardoux-Peng [11] 给 出 ，Mao [12] 在 类 似 于 Yamada-Watanabe [4] BJ 
条 件 下 给 出 了 具有 非 Lipschitz 系数 的 条 件 下 半 线 性 方程 解 的 存在 唯一 性 ， 随 着 Hilbert 
空间 中 最 优 控制 理论 的 讨论 ， 要 求 我 们 考虑 无 穷 维 空间 中 倒 向 随机 微分 方程 解 的 存在 唯 
一 性 问题 ， 这 方面 的 研究 工作 还 较 少 . Hu-Peng [13] 用 随机 Fubini 定理 (命题 1.20) 和 
拓 广 的 款 表 示 定 理 讨 论 了 一 般 半 线性 情况 下 在 Lipschitz 系数 的 条 件 下 倒 向 随机 发 展 方 
程 的 温和 解 的 存在 唯一 性 ， Zhou-Cao [14] 仿照 Mao 在 有 限 维 情形 提出 的 条 件 得 到 了 其 
在 非 Lipschitz 系数 的 条 件 下 温和 解 的 存在 唯一 性 定理 ， 我 们 也 用 逐次 逼近 的 方法 研究 
Hilbert 空间 上 的 由 柱 I-Brown 运动 驱动 的 半 线 性 倒 向 随机 微分 方程 解 的 存在 性 和 唯一 
性 ， 其 结果 为 大 多 数 已 知 结果 的 推广 ， 事实 上 ， 用 相同 的 程序 ， 我 们 的 结果 还 可 以 容易 
地 应 用 于 由 柱 I-Brown 运动 驱动 的 半 线 性 倒 向 随机 发 展 方程 的 温和 解 上 去 . 


在 第 一 章 中 ， 我 们 简单 地 介绍 了 Hilbert 空间 上 的 柱 Q-Brown 运动 ， Poisson 点 过 
程 , 以 及 关于 它们 的 随机 积分 的 一 些 性 质 , 包括 Burkholder-Davis-Gundy 不 等 式 , 一 般 带 
跳 随 机 积分 的 Ito 公式 等 . 为 了 处 理 带 跳 随 机 积分 项 的 矩 估 计 问 题 , 我 们 用 Khintchine 不 
等 式 以 及 Gronwall-Bellman 引 理 等 已 知 结果 对 带 跳 随机 积分 证 明了 类 似 于 Burkholder- 
Davis-Gundy 不 等 式 的 一 个 很 有 用 的 结果 . 这 样 , 我们 就 可 以 在 比 Taniguchi 的 条 件 更 弱 
的 情况 下 ， 用 逐次 逼近 的 方法 证 明 Hilbert 空间 上 非 Markov 型 带 跳 随机 微分 方程 的 解 的 
存在 唯一 性 . 此 外 , 我 们 把 Airault-Ren [2] 中 的 随机 微分 方程 推广 到 非 Markov 型 作为 例 
子 给 出 ， 对 于 Hilbert 空间 上 的 半 线 性 倒 向 随机 微分 方程 和 Banach 空间 上 的 非 Markov 
型 随机 微分 方程 , 我 们 也 得 到 了 类 似 的 结果 . 这 样 我 们 的 文章 包含 了 Taniguchi 和 其 他 学 
者 的 几乎 所 有 的 结果 . 


Malliavin [1] 和 Airault-Ren [2] 研究 了 关于 环 的 同 豚 群 上 的 Brown 运动 . 为 此 , 我 们 
提出 了 更 一 般 的 由 无 穷 个 Brown 运动 驱动 的 随机 微分 方程 .此 类 方程 实际 上 是 Hilbert 
空间 P 上 的 由 柱 I-Brown 运动 驱动 的 随机 微分 方程 的 特殊 情形 .文献 [15] 也 曾 讨 论 过 
关于 无 穷 个 独立 的 实 值 Brown 运动 的 随机 积分 的 定义 和 性 质 ， 给 出 了 广义 Girsanov 定 
理 和 无 穷 维 可 料 表 示 性 定理 . 


在 第 二 章 中 , 我 们 系统 地 研究 了 此 类 随机 积分 . 首先 , 我 们 仿照 有 限 维 的 情形 定义 了 
弱 解 ， 强 解 ， 唯 一 强 解 等 概念 ， 得 到 了 与 经 典 的 随机 微分 方程 的 结果 平行 的 一 些 结论 ， 
例如 方程 有 唯一 强 解 等 价 于 它 存 在 一 个 弱 解 且 其 解 具有 轨道 唯一 性 . 然后 我 们 证 明了 满 
足 一 定 条 件 的 连续 局 部 款 可 以 表示 成 关于 无 穷 个 独立 的 实 值 Brown 运动 的 随机 积分 ， 由 
此 得 到 随机 微分 方程 的 解 的 存在 性 等 价 于 某 个 拷问 题 的 解 的 存在 性 ， 并 给 出 解 存 在 的 充 
分 条 件 . EEEN Yamada-Watanabe [4] 的 基础 上 ,我 们 还 给 出 了 在 非 Lipschitz £ 
数 的 条 件 下 该 类 方程 存在 唯一 强 解 的 几 个 充分 条 件 以 及 由 无 穷 个 Brown 运动 驱动 的 半 线 
性 倒 向 随机 微分 方程 存在 唯一 解 的 一 个 充分 条 件 . 事实 上 ， 用 相同 的 程序 ， 我 们 的 结 
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还 可 以 容易 地 应 用 于 由 连续 局 部 蒜 和 连续 增 过 程 驱动 的 随机 微分 方程 上 去 ， 最后， 我 们 
进一步 给 出 了 时 齐 方程 的 强 Markov 性 ， 非 接触 性 和 强 比 较 定 理 ， 此 后 ， 文 献 [16] 获得 
了 该 方程 关于 初 值 的 同 胚 流 的 性 质 . 


经 典 的 双 参 数 随机 微分 方程 首先 由 Cairoli [17] 和 Yeh [18, 19, 20] 等 学 者 进行 了 系统 
的 研究 ， 上 述 文献 中 系数 通常 也 要 求 Lipschitz 或 局 部 Lipschitz 且 线 性 增长 ， 其 中 Yeh 
[18] 得 到 了 强 解 的 存在 唯一 性 ， 而 [19, 20] 中 发 展 了 Brown 单 型 随机 微分 方程 的 一 系列 
与 单 参数 平行 的 结果 .例如 系数 只 满足 连续 性 时 弱 解 的 存在 性 ， 方 程 存在 唯一 强 解 等 价 
于 方程 存在 一 个 弱 解 且 其 解 具 有 轨道 唯一 性 . 此 后 ， 许 多 学 者 致力 于 放松 Lipschitz 假设 
来 得 到 解 的 存在 唯一 性 . 在 非 Lipschitz 系数 的 情况 下 ， Nie [21], Liang [22] 首先 得 到 由 
Brown 单 甚至 一 般 连 续 蒜 和 连续 增 过 程 驱 动 的 随机 微分 方程 的 解 的 唯一 性 Chen [23] 
和 Liu [24] 也 分 别 研究 了 Poisson 单 型 和 一 般 混 合 型 随机 微分 方程 的 解 的 存在 唯一 性 . 


在 第 三 章 中 ， 我 们 沿 着 上 面 的 思路 ， 考 虑 由 无 穷 个 Brown 单 和 Poisson 单 驱 动 的 非 
Markov 型 双 参 数 随 机 微分 方程 , 用 类 似 于 第 一 章 中 的 方法 证 明了 该 类 方程 的 解 的 存在 唯 
一 性 . 这 样 我 们 的 结果 推广 了 刘 继 成 和 其 他 学 者 的 关于 双 参 数 随机 微分 方程 的 几乎 所 有 
的 结果 ， 他 们 的 结果 一 般 都 可 作为 其 特例 给 出 ， 特别 地 ， 我 们 仿照 有 限 维 的 情形 研究 了 
JE Lipschitz 系数 的 条 件 下 由 无 穷 个 Brown 单 驱 动 的 随机 微分 方程 ， 得 到 了 类 似 于 第 二 
章 中 的 方程 存在 唯一 强 解 的 一 个 充分 条 件 . 事实 上 ， 用 相同 的 程序 ， 该 结果 可 以 容易 地 
应 用 于 由 连续 强 蒜 和 连续 增 过 程 驱动 的 双 参 数 随机 微分 方程 上 去 . 





1 无 穷 维 空间 上 的 随机 微分 方程 
在 本 文中 ， 除 非特 别 说 明 ， C 表示 一 正常 数 ， 其 值 可 以 改变 . 


1.1 Hilbert 空间 上 的 随机 分 析 简 介 


以 下 内 容 可 参看 Da Prato-Zabczyk [7] 和 Knoche-Frieler [8]. 


X K 和 万 为 两 个 实 可 分 Hilbert 空间 .如 不 特别 指明 哪个 空间 ， 则 不 同 空间 中 的 
内 积 和 范 数 统一 用 (-,-) 和 省 表示. 我 们 用 L(K, H), L(K, H) 及 C (K, H) 分 别 表示 
M K 到 五 的 有 界线 性 算 子 全 体 ，Hilbert-Schmidt 算 子 全 体 及 迹 算 子 全 体 ， 并 用 L(K), 
Lok) 及 LK) 分 别 简 记 L(K, K), Lo(K, K) 及 L(K, K), 了 表示 单位 算 子 . L" 表示 
L 的 对 侦 算 子 . 
定义 1.1 Le L(K,H), L HERA R(L) = {Le : z € K) = L(K), L 的 核 为 
N(L) = (z € K : Lx =O}. 我 们 称 (Ll) : RIL) 9 N(L) AL HAMA, fria 
3 LO. 





BR, LL = Iki, B. Vr € N(L)+, # L^! Le = v, (ARIA LOL = Ig. 
命题 1.2 WE LELIK), 

(1)Vz, y € R(L), 定义 (zx. y)nuy = (L 1x, Ly), W R(L) 依 此 内 积 为 一 Hilbert Z 
间 . 

(2) Æ {6i,i € N) 2g N(L)- 上 的 一 列 标准 正 交 基 ， 则 Ló; 为 R(L) 上 的 一 列 标准 正 
交 基 . 
命题 1.3 4 L € L(K,H), WW Q = LL* € L(A), R(Q?) = R(L), H Vh € R(L), 有 
llQ7?h]|g = |LR]. 
定义 1.4 Ky AK EM Borel AME, Æ Vr € K, (z,:) J (K. BUS), u) 上 的 Gauss 
随机 变量 ， 则 称 风 为 天 EAY Gauss 测度 ， 称 (K, B(K), u) 为 Gauss 测度 空间 . 





定理 1.5 K 上 的 Borel 概率 测度 1/ 为 K 上 的 Gauss 测度 等 价 于 dm € K, KIEA AHE 
FT Q € CR) 使 4 的 特征 函数 满足 
(ac) = eo» dz) = giema)- (Qe, z). (1.1) 
K 


其 中 m 称 为 4 WWE, QRA u BHART. I, RIE u N (m. Q). 
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# uw = N (m, Q), 易 证 Yr,y €E KẸ: 
f (2,2)u(dz) = (m,z), 
i (z—m,s)(e—m,y)u(d) = bp, 


oo 


J e mlfita) = THQ) = YUQ), 
j=l 
H (ó; ¿€ N) Ay K 上 的 一 列 标准 正 交 基 . 
定义 1.6 (0,F,P) 上 的 天 值 随机 变量 X, 4 Po X -1 = N(m,Q), Bl Vz € K, (X,2) 为 
(Q, F, P) 上 的 Gauss 随机 变量 ， 则 称 X Jy (9, F, P) 上 的 天 f& Gauss 随机 变量 ， 且 称 
X RASH AN (m, Q). W E(X) = m, cov(X) = E[(X — m) @ (X —m)| = Q. 






























































WA, Æ X 服从 分 布 Nm,Q@), W Vz,y € K A: 
E[(X,z)] = (m,z), 


E(X —m,x)(X—m,y)] = (Qz,y), 
EX — ml’) = Tr(Q). 




















XL ERIE BJESESET- Q € C (K), AZARIA TIÉD, FE K 上 的 一 
其 中 ， A 称 为 Q 的 特征 值 ， 0 PRA Q 的 特征 向 量 E Q 的 特征 癌 量 {0;,i € N) 不 完 
备 ， 我 们 可 将 其 扩充 为 K 上 的 标准 正 交 基 ， 我 们 仍 称 扩充 的 元 素 为 Q WHERE, H 
它们 对 应 的 特征 值 必 为 0). 
定理 1.7 (Gauss 随机 变量 的 表示 定理 ) X 服从 分 布 N(m, Q) 等 价 于 存在 (Q, Z, P) 上 的 
无 穷 个 相互 独立 的 实 值 标 准 Gauss 随机 变量 {6i = 1,2,---}, fi 

X = 》 Vie + m. (1.3) 
i=1 
定义 1.8 (Q, F, P) 上 的 天 值 随机 过 程 X, Æ Vti < te <- ,tn, (Xu, X... Xn) 为 
K” 值 Gauss 随机 变量 ， 则 称 X X K 值 Gauss 过 程 . 


定义 1.9 设 MA (0, Z, P. F) 上 的 五 值 随机 过 程 ， 满足 Vs < t, 
E(M,|Z;) = Ms, (1.4) 


则 称 M 为 HWER. AE Fr 停 时 列 z, 1 00, 使 M™ 为 及 BR, WUPR M y H TEUS 
HEBR. 


























显然 ， 若 MOS HE, W M| 为 实 值 下 款 ， 且 Yh e H, (M,h) IRER. 
本 文中 我 们 会 用 到 下 面 一 些 记号 ， 

VR”) 表示 R” 值 有 限 变 差 过 程 ， 

VHR”) 表示 R” 值 增 过 程 ， 

VR”) = (A: A € V(R™), AES}, 


















































Vt (R") = (A: A € Vt(R™), AB}, 
M?(H) 表示 H (HAAR p 次 可 积 款 全 体 ， 
M? (H) 表示 H 值 右 连 左 极 局 部 p 次 可 积 款 全 体 ， 


MP(H) = (M : M € MP(H), MEZEY, 














eaoc( 五 ) = (M : M € MICH), MEZEY, 











L?(H) = (b: R} x Q i> H| 为 可 测 适应 五 值 过 程 ,vt, fa E||b.||? ds < +00}, 














C? (H) = (b: Ry x Q H| 8 为 可 测 适应 H 信 过 程 ,Wi [Ë |b,|P ds < +oo a.s.}, 
(E H = R, 则 我 们 均 可 省 略 R). 

# M e (我 们 称 (M), = X (M.e), 为 M 的 可 料 平方 变 差 过 程 ， 其 中 
{eni € N) 为 也 上 的 一 列 标准 正 交 基 . 


若 存 在 《(M)), € CA (H), 使 得 Mi @ Mi — (M)), € M*(L(A)), 我 们 称 ((M)), AM 
的 可 料 平方 变 差 算 子 . 

考虑 完备 带 流 的 概率 空间 (Q, F, P: Z), HEIER ARMAT Q ELK). 
定义 1.10 # Q € CQ (Q, F, P) Eft K 值 连续 随机 过 程 W 满足 : 

(1) Wo = 0 a.s., 

(2) W, — W, 服从 N (0, (t — s)Q), 

(3) W 为 独立 增 量 过 程 ， 


则 称 W AK f Q-Brown 运动 . 




















w 




















显然 , ÆW I K 值 8-Brown jaa, WEA K (Ë Gauss 过 程 ， 且 为 K fHeR, Ho 
料 平方 变 差 算 子 为 〈( 矿 ) = tQ. 


由 Gauss 随机 变量 的 表示 定理 (定理 1.7) 249: 





定理 1.11 # Q € (K), 其 谱 分 解 如 (1.2) K. MJ W 2 K f& Q-Brown 运动 等 价 于 存在 
(Q, F, P) 上 的 无 穷 个 相互 独立 的 实 值 Brown 运动 (Wi ¿= 1,2,---}, fs 


= M AW. (1.5) 
i=1 














显然 , # W AK f Q-Brown 运动 MUJ Vz € K, at 为 实 值 Brown 运动 . 
quus 


对 一 般 的 Q e L(K)( 不 一 定 有 Q € LUC), 由 命题 1.3 和 定理 1.11, 我 们 给 出 如 下 
K 值 柱 Q-Brown 运动 的 定义 : 

定义 1.12 # Q € L(K), HK, 为 男 一 实 可 分 Hilbert 空间 ，Ko = R(Q3)( 见 命题 1.2(1))， 
J € Lo(Ko, Ku), WATER AMAL Qi = JJ* € L(K), 使 得 RQ?) = RU), 
lalz = ||lQ, *2(2)||= = eo B 


w= Wi) (1.6) 


为 Kı (E Q1-Brown 运动 ,此 时 我 们 称 W 为 K 值 柱 Q-Brown 运动 .其 中 (W: i = 1,2,---} 
为 无 穷 个 相互 独立 的 实 值 Brown 运动 ， {fi,i E N} 为 Hilbert 空间 Ko 上 的 一 列 标准 正 
Ax. 


x 143 (1) # Q € £O, $ K. = K, J = L, WJ Q, = Q, 此 时 柱 Q-Brown 运动 即 为 
Q-Brown 运动 . 


(2) 特别 地 ， 若 Q = I(Biimte 23er P (E W), Wl Ko — K, $K = K, 


J:K => K 
0; e Aj 


其 中 Ar > 0, 满足 DOA? < +00, (05i € N) 为 K 上 的 一 列 标准 正 交 基 . 
i=1 


设 C = Lo(Ko, H), 其 范 数 为 Leo = |LQ? Les ocn. 38 

















£o = le: R x Q — £2 





t 
re P/B) vt, | Ello, [2 ds < +oo}, 
0 











2 
Lioc 


LES = fo: R xQ = LS 





cc P/B), vi. Í lasl2 ds < +00 as 
注 1.14 Æ Q = L, J| LLS) 5E Cu (C) 的 定义 中 可 只 要 求 o 为 可 测 适应 C5 值 过 程 . 


xt K 值 柱 Q-Brown 运动 W, 下 面 我 们 给 出 关于 它 的 随机 积分 的 一 些 性 质 : 


命题 1.15 (1) # o € LLI), 则 M, = fo o, dW, € M2(H), BWE 






































(| = «(f Joule ds) vt € R,, (1.7) 
0 

(M), = 人 网 ds vt € Ry. (1.8) 

(My), = f[(eobiegiras — ven. (1.9) 


(2) Ho € t (ED, MJ M; = fo o dW, € Mejoc(H). 


loc 


命题 1.16 # o € [2.(L9), H 为 另 一 实 可 分 Hilbert 空间 , 4 £9 = Lo(Ko,H), L € 


loc 


£(H, H), W Lo € £2,(£), B 


L (fo aw, ) = ana, (1.10) 


命题 1.17 Boe C (C), M; = T os dW., Il] Va > 0, c > 0, # 














ý (sup A| >e) <$ + P(M) 20). (1.11) 
命题 1.18 (It6 Ast) 设 
X x d » c, dW, + T b, ds, (1.12) 
其 中 
(1) Xo € Fo/B(R), 
(2) e € Ci 162), 
(3) b € Cr (H), 


# F c Ca ([0,T] x H,R), 即 在 [0, T] x H 的 有 界 子 集 上 关于 第 一 个 变 元 的 一 阶 Fréchet 
导数 FL 和 关于 第 二 个 变 元 的 一 阶 及 二 阶 Fréchet 导数 Fy, Fu, 均 为 一 臻 连续 , 则 F(t, X1) 
KFR, HWE vt € [0,7], 


PEX) = FOX) + [ (Es X) 0) aW, + f (8exə+ (6 X20) 





HETEL (s, X) (0,93) (5, 93)*)) ds, as. (1.13) 





命题 1.19 (Burkholder-Davis-Gundy 不 等 式 ) zr p22, o € £2,.(£9), 则 Vt € R4, 


loc 
S 
E | sup I ou dW 
s«t 0 


) <c (jf oul ds I (1.14) 
0 
2 


ËP 
2 















































命题 1.20 (随机 Fubini 定理 ) iz (L,¢,v) 为 有 限 测 度 空间 ， o: [0,7] x Q x E — LOA 
(P A [[0, T]]) x e/B(C2) 可 测 ， 若 


| (s (f le(s lla as) ) co 
[foto aw, ) v( dz) -[ (f osaan) dW,, a.s.. (1.15) 


1.2 Poisson 点 过 程 的 随机 分 析 简 介 





以 下 内 容 可 参看 Ikeda-Watanabe [25] sk36564% [26]. 

we (X,S) AWEH, Mx HEW (X, S) 上 非 负 整数 值 测度 (可 以 取 +00), B( Mx) 
为 使 所 有 映射 Mx u= n(A) e Z, (A € S) 可 测 的 最 小 o 代数 . 
定义 1.21 ix (Q, Z, P) 为 概率 空间 ， 入 为 (X,S) 上 的 o 有 限 测度 ， u:O Mx 满足 
u € F/B(Mx), A 

(1)VA € S, u(A) 服从 参数 为 和 4) 的 Poisson 分 布 (47 A(A) = +00, MS (A) = +00 
a.s.)( 即 有 ACA) = E(u(A))), 

(2)VAn € S 两 两 不 交 ， n=1,2,---, {u(An):n =1,2,---} 独立 ， 
MPK u X X 上 的 Poisson 随机 测度 ， 入 PRA u 的 强度 测度 . 
定理 1.22 对 任意 的 (X, S) 上 的 oo 有限 测度 A, 必 存 在 X 上 Poisson 随机 测度 ,使 为 
其 强度 测度 
— iz (U, £) 为 可 测 空间 ， p: D, C (0,co) 9 U, # D, 可 数 ， 则 称 p 为 U 值 点 
函数 . i 














N,((0,t] x A) = #{s € Dp : s<t,p(s) € A}, t>0, AEE, (1.16) 
my Np e Moo,co) xU( 其 中 B(M. (0,00) aum B((0, oo)) 义 £), 此 时 称 N, 为 (0, oo) xU 上 的 计 
数 测度 ， 称 N,(, A) = N,((0,t] x A) = 2 : Li(p(s)) 为 计数 过 程 . 
设 Wy HEW U ERRA, Bu) 为 使 所 有 映射 Hy 3 p e NA) € Z(t > 
0,A € £) 可 测 的 最 小 o 代数 . 


Vh > 0, i Do,p = {t € (0,00) : t + h € Dp}, (0,p)(t) = p(t + h). 














定义 1.24 设 (Q, Z, P) 为 概率 空间 , Ap: Q 一 Ty WE pc F/B), WK p H U f& 
点 过 程 ， 再 若 Vh > 0, p Š 0,p, WPR p 为 平稳 U 什 点 过 程 . 

定义 1.25 U 值 点 过 程 p, Æ N, 2J (0,00) x U 上 Poisson 随机 测度 , 则 称 p A U fE Poisson 
点 过 程 ， 其 强度 测度 记 为 np, 即 n,((0, t] x A) = E(N,(#, A)), np(t, A) = n,((0,#] x A) 3 
为 强度 过 程 . 

命题 1.26 U 值 Poisson 点 过 程 p 为 平稳 U 值 点 过 程 等 价 于 存在 (UV,E) 上 的 测度 n, 使 
np(dtdu) = dt x n( du), EP n PRA p 的 特征 测度 . 


定理 1.27 (Poisson 点 过 程 的 款 刻 画 定 理 ) p 为 强度 测度 为 n, BJ U {H Poisson 点 过 程 等 


























价 于 Voss < t, A, € £ 两 两 不 交 ， 和 >0,i=1,2,…,n, 有 
E (so (- p» AiNp((s, t] x a) . 
i=1 





= exp (Se — 1)n,((s, t] x 4) a.s., (1.17) 


其 中 F, = o(N,((0, s] x A),s<t, A € €). 


定理 1.28 对 任意 的 (U, E) 上 的 o 有 限 测 度 n, 必 存 在 平稳 U fA Poisson 点 过 程 p, f n 
为 其 特征 测度 











给 定 (Q, Z, P; 万) 为 带 流 的 概率 空间 . 
定义 1.29 U 值 点 过 程 p, di Vt > 0, A € €, A N,(t,A) € Fi, WH p X UIE Fe EY 
点 过 程 . 若 IA, € E, An T U, f Vt > 0, E(N,(t, An)) < +00, n = 1,2,---, WFK p Xy 
U 值 o 有 限 点 过 程 . 对 U [Hoo 有 限 Fe 适应 Poisson 点 过 程 p, 若 V0 < s < t, AEE, 
N,(t, A) — N,(s, A) 与 独立， 则 称 p 为 U f& Z,-Poisson 点 过 程 . 























记 T, = (A e € : E(N, — < +00, Vt > 0}. 
定义 1.30 U 值 o AR Fe 适 程 p, 若 存在 Ñ, 满足 
(1)VA € Ty, N,(-, A) 为 连续 万 - 适应 可 积 增 过 程 ， 
(2)Vt > 0, a.a. w € Q, N,(t,-) 为 (U, £) El o 有 限 测度 ， 
(3)VA € Tp, N,(-, A) = N,(:, A) — Ñ,(:, A) 为 Fe BR, 
则 称 p 为 U 值 拟 左 连续 点 过 程 ， 称 Np(t, A) 为 p 的 补偿 测度 . 


命题 1.31 U 值 Z-Poisson 点 过 程 p 为 U 值 拟 左 连续 点 过 程 等 价 于 VA € Tp, E(N,(:, A)) 
连续 .此 时 有 N,(t, A) = E(N,(t, A)) = n,(t, A). 
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定理 1.32 # p 为 U 值 拟 左 连续 点 过 程 ， 则 VA € T,, NC, A) € MP(R), HA 





(N,(-, A), &,6,B), = Mlt, AN B), (A,Ber;). 


Em 


即 IN, X ESZ Ban BE 





& PAR, xQ 上 的 可 料 o 代数 . 给 定 U 值 拟 左 连续 点 过 程 p. T 











F(H) = {f :Rr xQ xU H|f €P x €/B(H), 


vi, [femas, du) < too as}, 


FH) = {fi R; xQxU H| f €P x E/B(H), 


vg f f Ares, cas. du) < +oo}, 


Fe) a fs (H), 








存在 五 一 停 时 列 z, E m Too a.s., B. oaa € FH}. 


关于 点 过 程 的 随机 积分 ， 我 们 给 出 如 下 性 质 : 
命题 1.33 (1) # f € Z(H = J br (ds, du), 则 A 满足 


A = fps). VteR,. 


seDy,s<t 














(2) Æ f € FHH), WJ M, = k Tu p( ds, du) e MI (H), HWE 


M, = [ | f(s, u)Np( ds, du) — " i f(s,u)Ñ,( ds, du). 


(1.18) 


(1.19) 


(1.20) 


(3) # f € #1(H) F(A), W M, = fo fo f p( ds, du) € MP(H), RWE 


i emsa du,  WtER,. 
0 JU 


(4) Æ f € Z2(H), WJ M, = k To p( ds, du) e M?(H), HWE 


























(||) = E [ J f(s, wIP2N,(ds, du), VEE Ry. 


(5) # f e VEU) 则 M, = IN fe fi p( ds, du) € Mi, (H 上 
下 面 我 们 给 出 点 过 程 随 机 积分 的 It6 公式 : 
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(1.21) 


(1.22) 


命题 1.34 (It6 公式 ) (1) we m AER 


t 
X, = Xo+ M+ A+ Í f feo, du) 
0 Ju 


+f | hs dN ds, au), (1.23) 


= 


(a) Xo € Fo/B(R™), 


(b) Me Mejoc(R™), 且 Mo == 0 a.s., 





(c) AE Y.(R™), H Ap = 0 a.s., 


(d) p WU 值 拟 左 连续 点 过 程 ，f € Zú (R?) g € F(R"), Bie f'g = 0, 
had = | Pe In 


E F c CR"), 则 F(X) pb, EUR 
FX) = FO +S i FX.) dMi +Y ` f F(X.) dat 
i=1 Y0 
+5 D fre Fy (Xs) d(M:, MI), 


2 6 


+ [ J O FG) — FOX Nl ds, du) 





























-f [ew + g(s,u)) — F(X,-)) Ñ,( ds, du) 
+f J (n (Xs + f(s,u)) — F(X.) 一 S reuna] N,( ds, du), 


a.s.. (1.24) 











(2) (参看 何 声 武 - E] - 严 加 安 [27]) 设 X 为 mm EFR, F € C2 (Rm), WJ F(X) 
KFR, H 


F(X) = F(X) + DO F(G-) axi + 2 (arag -Pn Ar) 





i=1 0<s<t i=1 
D Z: 
= " _ i j 
«53. [| BAN, a. (1.25) 


其 中 X° 表示 X MEERA. 


以 下 设 p 为 U 值 拟 左 连续 平稳 Poisson 点 过 程 ， 其 特征 测度 为 (U,£) EB o 有 
限 测 度 . 
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对 Hilbert 值 纯 跳 随 机 积分 ， 我 们 证 明了 如 下 的 Burkholder-Davis-Gundy 不 等 式 ， 
它 在 本 章 主 要 结果 的 证 明 中 起 着 非常 重要 的 作用 : 
1.35 D NER 不 等 式 ) X p22, f € Z2 (H), 
= fo fo f »( ds, du), 则 存在 常数 Kpt 0, 使 得 Vt € Ru, 


D ne < Kf (z ( J Ifon) 
4E (/ Heat) Js (1.26) 


为 证 明 此 定理 ， 我 们 需要 Ito 公式 (命题 1.34(1)) 和 下 面 的 Khintchine 不 等 式 (参看 
Bass [28] 及 Nualart [29]) (参看 Ikeda-Watanabe [25]) 以 及 Gronwall-Bellman 引 理 : 
引 理 1.36 (Khintchine 不 等 式 ) ix {6i € N) dre ER] (O^, 7", P^ 上 的 独立 随机 
变量 序列 ， 且 满足 P(& = 1) = P'(& = —1) = >, 则 对 p > 0, 存在 常数 A, B, > 0, 使 


Vk € N, 
k 5 k p k $ 
i=l i=l i=l 


引 理 1.37 (Gronwall-Bellman 5|3#) i g, h, A HR, EWIK, A WR, 上 的 连 
Ze TE PR Rl. Tz Vt € R+, 








































































































g(t)<h(t) + J \(s)g(s) dA(s), 


RI g(t) <h*(t) exp (Jo ACs) d4(s)), BRHF h*(t) = sup [AG] 











定理 1.35 的 证 明 : ”首先 我 们 假设 H = R. H It6 公式， 我 们 有 





M, — at 
M, ,u)|? — |M? — pM, f (s, u)| Ml? 2) n( du) ds. 
+f [4 + F(s, u)? — [Mg — pM, f(s, u)| Mj?) n( du) ds 


用 Taylor A, C, 不 等 式 和 Young 不 等 式 ， 我 们 得 到 











E (I M.) 


l f P~2) f(s,u)|2) n( du) ds 
= zp- Def f (ator wp EG) nd) ds sos) 

















< gr»- Dev DE f. | Qr PI P e Us P) nl aw) qa 
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/N 














lp - 12 (= [eoma f 8 ( f sco)" ds 
+ = (J utor) J 

= 5n» — ve ( f E (| Ms|?) a+ f k (Gamma 

E (/ (fes nao) ] 2! 


由 Gronwall-Bellman 引 理 (5|38 1.37), 我 们 有 






































一 














E (Mi) 


yr- Deep (300-02) f (s (f e oma) 
+E (/ fn ) ) de 
- &[ | s (f reset) +B (f COMES 


其 中 K,, = šp(p — 1)2° exp (3p(p — 1)2 2t). 


对 一 般 Hilbert 空间 H, 我 们 选取 H 上 的 一 列 标准 正 交 基 {ei,i € N}, H (1.28) 式 ， 
Khintchine 不 等 式 ( 引 理 1.36) 和 Fubini 定理 可 得 


E (Son 2j 


i—l 








人 















































(1.28) 














k p 


l 
A P p N (M; et 
p i=1 
1 t 7 _ 
= ——EE f (s, u), e;)&i | N,( ds, du 
x ni 2 0, e) ) Rs Cds, du) 
k p 
T ef : Í 
A, LEE ^ U 
k 
+2 | 
U 


20. u), e06 
EI 























p 


























从 
N 











n( du) 











Y (f(s, u), Gales 


i=1 





p 


va ds 


p 


n( du) 

















i=1 





k 


Y (f(s, u), ei)&i 


i=1 
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e x 
— 
- 











2 


Jem] ) ds (H Minkowski 不 等 式 ) 




















+( J (s Y Gu) 626 
< +, f (2 » | Ms ln a 
(gre) Je 
«RA Ji [urea (du) + (f neon T Ja s 
= Es f | (s ( J ls PnCdu)) +E ( [ In Cu) ) Js 


其 中 Kpt = AK. . 故我 们 有 






































oo 2 k $ 
E |M” = E (Son ») = lim E (Lon a) 
4=1 i=1 


f | (s (f ireo) +E (f iota) T 
最 后 ， 不 妨 设 f e F (H), 由 Doob RER, 
E (sup asse) 
< (4) sau 


«f | (fod) +2 ( f Vistas) ) dn 


其 中 Ky, = (4) Rye 注意 到 无 论 M 是 否 为 黄 上 式 都 成 立 ， 故 对 f © 72 (H) 结 


论 亦 成 立 . 证 毕 . E 




















从 
D | 















































1.3 Hilbert 空间 上 的 带 跳 随机 微分 方程 


我 们 用 D(H) = D(R+, H) 表示 从 R. 到 H 的 右 连 左 极 映射 全 体 . < B.(D(H)) = 
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c(X,, s«t, X € D(H)), B(D(H)) = B—(D(H)), g, = Z, x B,(D(H)) 以 及 


er (D(H)) = ix :Q D(H)|X € F/B(D(H)), Vt, E (sup IP) < ex] l 


沿用 前 两 节 中 的 记号 ， 考 虑 如 下 H 值 非 Markov 型 带 跳 随机 微分 方程 : 


t t t 
Xp = Xo+ | ols, X) aw, + f b(s, X) is f f(s, X,u)N,( ds, du) 
0 0 0 JUo 


X,u)N,( ds, d : 
+Í ES ,u)N,( ds, du), (1.29) 
其 中 

(A1) Xy: Q — H, WJ. Xo € Fo/B(H), Biete p22, fit E (|Xo]P) < +00. 


(A2) o : R, xQ x D(H) Lp 为 定义 在 Q x D(A) 上 关于 g, 的 C5 值 可 料 过 程 . ( 若 
Q = I, WREEK o € B(R,) x £xB(D(H))/B(C9), B. Vt € R}, o(t,-,-): Qx D(H) > £9 
为 G,/B(CS) 可 测 . ) 

(A3) b : R} x Q x D(H) H, WE b € B(R,) x Z x B(D(H))/B(H), H. Vt € R4, 
b(t,-,-): Q x D(H) — H J G,/B(A) 可 测 . 

































































(A4) f: Ri x Ox D(H)x U o H Ae YE Q x D(H)x U EXT. G, x € BS H fü 
HBL. Uo € €, HWE n(U — Uo) < +00. 


我 们 来 证 明 本 节 的 主要 定理 


定理 1.38 设 

















(1) 存在 函数 H (t, u) : 及 + x R} > Ry 满足 : 
(la) H(t,u) 对 固定 的 ve Ry KF t 局 部 可 积 ， 对 固定 的 t€ 民 | T u 为 连续 增 
函数 ， 


(1b) Vt > 0, X e £? (D(H)) # 


loc 


E (lett 30) doe 2019) +E (f. Ires xac ) 


p 


E (f. Irex Daa) 
< H («s (sup IP) ) 


(1c) VK > 0 及 初 值 uo 477 E (|| Xo), 方程 


du 
— = KH(t 









































一 
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有 全 局 解 . 
(2) 存在 函数 G(t,u): Ry x R > R, WE: 


(2a) G(t,u) 对 固定 的 u € R, 关于 局 部 可 积 ， 对 固定 的 t € R, 关于 u 为 连续 增 
函数 ， 且 G(t,0) = 0, 


(2b) Vt > 0, X,Y e £? (D(H)) 有 


loc 















































E (lot, X) — o(t, YI.) + E (W(t, X) 一 YI) 


(f XD — ft, Y. Pn au)) 








+ 














z ( [ tx - fx, ntu) Ü 
( 2 (sup |x,- YIP) ). 


(2c) VK > 0, Æ R, 上 的 非 负 函数 Z 满足 vt € R4, 


十 














/N 
Q 

















可 得 23 = 0. 
则 方程 (1.29) 的 解 存 在 且 满 足 轨道 唯一 性 . 
证 明 . iZ D = {s € D, : ps € U — Uo) BF n(U — Uo) < +oo, M D X (0, +oo) 中 的 


a.s. 可 数 集 . < r <<: 为 D 中 所 有 元 素 的 一 个 排列 易 见 Vn, m 为 Fe 停 时 ， 
H lim 7, = +oo a.s. (我 们 忽略 n(U — Uo) = 0 的 平 几 情形 ). 


我 们 首先 证 明 在 区 间 [0,1] 上 方程 (1.29) 解 的 存在 唯一 性 .考虑 如 下 的 随机 微分 方 


f: 
t t t E 
y= Xo+ f a(s,Y) aw, + f b(s, Y) q + f f(s, Y,u)N,(ds, du), 
0 0 0 JUo 
(1.30) 
及 其 逐次 逼近 
y? = Xo, 
Y? = Xo+ fjols, Y") aW, + fr b(s, Y") ds (1.31) 


+ Ü 1 f (s, Y^, u)N,(ds, du), n € N. 
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注意 到 Yo = Xo € e” (D(H)), 我 们 首先 证 明 Vn € N, Y” © £? (D(H)). HR T > 0, 


考虑 EET. Xt n EN, 
Davis-Gundy 不 等 式 (命题 1.19 和 定理 1.35), 我 们 有 


D (sup vei?) 
r<t 


t 
E (|| Xoll?) + ecrit | 
0 


t 
aped 1 
0 


+4P TE (sup 














人 


人 


t 
HPK, T f | 
0 











+ 





/A 


f 


= get 


qu 


T 


4» 












































r <t 


















































n (s 


r <s 














yo =e p 


loc 














E||(s. Y"~*) ||? ds 


f mr w)N,( ds, du) 
0 Uo 














(D(H)), H (1a), (1b), Holder 不 等 式 ， Burkholder- 


tllo (s, Y"), ds 








) 














r <s 


E (| Xol?) +47 (Gro er "di ,区 yete) ) d 

qm +4 (Gri: er) f m [s 8 (supir) as 

oà f e vn ortu) 

z (/ I, Y*7^ nu) ] da 
Uo 


z (|x, +41 (CTE + TP- + Kpr) 


(sup ly) ) as 
t 

(xo +K f H (s (spen) as 
0 TES 


Kp K = 4n (CT?! + T?7 + Kur). H (le), 存在 wi 满足 


i 
w =u K | H(s,us) ds, 
0 





其 中 ug e4P 





E(||Xoll?). 注意 到 

















z (sup Wye] 
r<t 





J Sut, 则 














z (sup ver) z 
r<t 





E (sup [21 
r <t 











E (\|Xoll?) Sun 由 归纳 法 可 知 ， 者 





t 
w+K f H(s, us) ds 
0 


Ut. 


(1.32) 


而 且 由 于 ol, Y") € P/B(L2), f(,Y",u) € P x E/B(H), 再 次 用 (la) 和 (lb) 可 得 














t 
[ Ele Yos 
0 
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2 
2 
J n—-1)||P ii E 
< (f sien imas): 
£ 5 p-2 
< (/ n (s E (sp he) ) as) TUS 
0 r <s 


2 
t Pope 
< (/ H(swe)ds) T Go sa 
0 









































以 及 
t 
f f Eis vn oca as 
0 Uo 
t 5 ; —2 
& (/ B( Í lf, Y*7 nu) J t 
0 Uo 
t Ë m 
< (f n (ss (some7ir)) as)" 7 
0 r<s 
t 2 ie 
< (| Hur) ds) T » < roo, 
0 
即 有 
c(-, Y") e £L7(L£4), 
以 及 


fi Y" l u) € FH). 
由 命题 1.15 和 命题 1.33 可 知 Y* fgg X, H Y” e er (D(H)). 
辣 理 我 们 有 
Ce 二 


t 
gc, r£- f tllo (s, Y") — o(s, Y"7?)IP ds 
0 























人 





$ 
二 3p-1T2-1 Í E||b(s, Y!) — b(s, Y"7!)|? ds 
0 

















+3P-1 (sup 


p 
p <t J 
t 
ag (cr? + TP 1+ Kpr) | G (s E (sup po vun) ds 
0 T&S 


t 
x | G (s E (sup [ze 一 ve) ds. 
0 r <s 


19 








[ [, (FY = (oY) NU ds, du) 

















人 














人 





d 





Z= im E (sp y" -volr), 
m,n—-oo r<t 
H (1.32) st, (2a) 和 Fatou 引 理 易 得 
t 
ack | G(s, Zs) ds. 
0 


Hi (2c) LẸ Z = 0, BC 











lim E (sup |Y — ver) = 0. (1.33) 
r<t 


m,n—oo 


我 们 用 Dr(H) 表示 从 [0, T] 到 H 的 右 连 左 极 映射 全 体 ， VX € Dr(H), 定义 





IX los un = sup || X|, 
t<T 


则 (Dr(H), ||- lloran) 为 Banach 空间 ， 故 £^(Q, Dr(H)) 也 为 Banach 空间 ， 又 (1.33) 
式 说 明 (Y", n € N) 为 LQ, Dr(H)) 中 的 Cauchy 列 ， 故 其 极限 过 程 存在 ， 我 们 将 其 表 
m Y. 由 Y" 的 右 连 左 极 性 可 知 Y E H 值 右 连 左 极 半 蒜 . 在 (1.31) 式 中 令 n co, 
取 £°(Q, Dr(A)) 中 的 极限 ， 易 证 Vt<T, Y 满足 方程 (1.30), 即 我 们 已 证 明 方 程 (1.30) 的 


# Y P Y' 为 方程 (1.30) 的 两 个 解 ， 同 上 可 得 Vt<T, 有 


t 
E (suy. var) «x f 6 (se (sup I - var) as. 
r«t 0 r<s 


e (sup Ir. - a^) =o 
r<t 


这 样 就 得 到 了 方程 (1.30) 的 解 的 唯一 性 . 显然， 了 e £h (D(H)), HE (sup Ian) 


Uy. 









































定义 
< 
X, E Xl = Y, (0<t < 71) 
Xe jr ftr yY, p+), (t = T1) 
显然 {Xi, t e [0， n] 为 方程 (1.29) 在 区 间 [0， n] 上 的 唯一 解 . 再 设 万 一 Fe Xo 一 X1, 
W, E Win = Was D = Pita; H. Ti hy ja 其 中 D; = {s 16-1] € Dp}. 仿照 前 面 得 
到 X! 的 步 又， 我 们 可 得 对 应 于 Fi, Xo, We Be 的 在 区 间 [0,71] 上 的 过 程 X?. 定义 


易 见 {Xi,t € [0, 72]} 为 方程 (1.29) 在 区 间 [0,7] 上 的 唯一 解 . 重复 以 上 步 又， Vn, 我 们 
可 以 得 到 X 在 区 间 [0,7] 上 的 值 ， 故 能 确定 方程 (1.29) 的 全 局 唯一 解 X. WESS. L1 
引 理 1.39 (BF Taniguchi [5]) £ G(t,u) : Ry x Ry 一 R4, G(t,0) = 0 满足 对 固定 的 
u € R, 关于 +t 局 部 可 积 ， 对 固定 的 t€ R, XF u 为 连续 增 函 数 ， 且 若 u 为 方程 
du 
dt 
的 解 ， 由 uo = 0, 有 三 0. 则 由 R, 上 的 非 负 函数 Z 满足 Vt € R,, H 






































= G(t, u) 














t 
z< | G(s, Zs) ds, 
0 


可 得 Z = 0. 
#E 1.40 WE G(t,u) = A(t)y(u), 其 中 入 为 非 负 局 部 可 积 函数 , 7 : 了 + 一 Ry 为 连续 增 函 数 ， 


+(0) = 0 且 满 足 J Oe Loo. 由 常 微分 方程 的 比较 定理 可 知 ，G 满足 引 理 1.39 中 
0 十 


的 条 件 . BABE 7(w) at 2 P gp, o. b. f 为 非 随机 的 , 满足 Vi > 0, X,Y € D(H), 


有 lole, O)lleg; llt, OD (5. ls. 0. ym du)", (f, fs. 0, )]Pn Cau)? € ct, (9. 
H. 























lot, X) — a(t, Yes + |b(,X)— b(t, YIP 


+ J f(s, X, u) — f(s, Y, u)|]?n( du) 
Uo 
+ ( [M6 x = FY n a.) | 
Uo 
< Xt GT (1.34) 
则 0,5, 下 满足 定理 1.38 中 的 (1a)-(1c) 和 (22)- 2c), 其 中 


H(t,u) = pa (acta) tette nr 


+ Í Misco rca + (/ ]4(6,0,u) nt dw) ) ) 


故我 们 的 结果 为 Yamada( 人 参看 [3]) 的 结果 的 推广 . 

引 理 1.41 (1)( 参 看 Nie [21] 和 Liang [22]) 设 非 负数 pi,p2,… ,pn 满足 > p:<1, 
PhP to Pn 为 R, 上 的 增 四 函数 ,满足 mi(0) = 0, 1<¿<n, 则 7Y( uzt, un) = 
Ia eli) A ORY 上 的 在 序 意 义 下 的 增 町 函数 (参看 定义 3.7), HIE 7(0,0,--- ,0) = 0. 
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(2) Hk p WR, 上 的 增 凹 函数 ， 满 足 p(0) = 0, WJ Vi<p<q, y(u) = pP(w?) 也 为 Ry 
F 的 增 凹 函数 ， 且 有 (0) = 0 








证 明 . 只 证 明 (2) 显然 ， 人 为 (0,00) 上 的 非 负 连续 减 函 数 ， 且 pl, 为 (0,00) Eit 
负 右 连续 减 函数 ， 故 

p A i la ,, 1 pf p(ul) E ox " 

qug = "d (us)u * p, (us) = Al ul/a ) ul xcu 4) 


为 (0,co) 上 的 非 负 右 连 续 减 函数 ， 因 此 y 为 R, 上 的 四 函数 . 口 








注 1.42 设 y(u) = DA) 其 中 pi; 为 R, 上 的 增 町 函数 ,满足 pi(0) = 0H 





p—1 
j.p ore NAT LAO) y BE 140 中 的 条 件 . 例如 一 2 8, R 
ot Y: pj (u 
{=l 


们 可 取 
pi(u) = u, 
0 (w= 0) i 
polu) = 4 u(log+)* (0 <u<ó) , (<5) ; 
ó(logi)^ (u> ó) 
0 (u = 0) 
p3(u) = 4 u(log+)'/loglog+ (0 <u<ó) , 


(log ijs log log 4 £ (u> ó) 
其 中 5 € (0,1) 充分 小 


例 1.43 我 们 给 出 一 个 例子 , 它 包 括 了 环 的 同 胚 群 上 的 Brown 运动 (参看 [2, 1). & p = 2, 
q> 0, (g. , ke N) 为 L939 上 的 一 列 标准 正 交 基 .，Vt > 0, X € D(Hu€U, X 


o(t X) = 2 2 (t, X) Ie 
bt X) = 0, 
f(t, X, u) = 0, 


其 中 oilt, X) = ak1 / A(t) sin (1 sup Ix), Ox (t, X) = asy/ A(t) cos (r 
rat 
sup | X,||), aze = O (A), aai = O (k- 9*9), 和 为 非 负 局 部 可 积 函数 ， 由 下 面 的 
rt 
定理 1.44, 当 IX, — Y,|| 充分 小 时 ， 我 们 有 


jet X) — ot, Yii 


22 


oo 2 
= Alt) 2- (a (cos (x aup Ix) — cos (x sup IJ) 


k=1 


2 
tags (sin (sup) — sin (its Yel) ) J 
r <t r <t 


k# sup |X, — Yl 
ji-CotDsin2| 一 人 o 


age 


/N 


CX(t) ; 


> 
ll 
ram 


= CADA [sup |X, — v4) 
r <t 
< CXD (sup Ix, - l) 
r<t 
= G ts lX,- Y4), 
r <t 


oo q 
Jet h(u) = $ KCD sin? =", GG, u) = OAH? (ud), 以 及 


k=1 


0 (u = 
p(u) = $ u(log+)/? (0 <u<ó), (ó € (0, 1) 充 分 小 ). 
d(log +)? (u> ó) 


定理 1.44 设 hW) = ATD sin? EE, 则 存在 常数 C > 0, 使 

hb ea log - (1.35) 
对 任意 充分 小 的 成 立 . 
证 明 . 证 明 主要 思想 来 源 于 Airault-Ren [2], 为 了 读者 的 方便 , 我 们 给 出 详细 的 证 明 过 程 . 


由 梯形 公式 : 
1 t-a (t-a) 


EOF f^ roa f” ( ; | F"(t) dt, 








我 们 得 到 
1 1 ý n " 
2-09 = FQ) zF(n) + J F(t) dt + J b(t) F” (t) dt, 
其 中 t) = SE CO iy sez t 0038383829. 因此 
E v paul on ° sin? Eu oo 
Mpeg (24-1) sin w s + f Eom a+ f b(t)I(t) dt, 
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其 中 





T RE sin? 44 | = @ucosttu (3q-+ 3)qusintqu | (2g + 1)(2q + 2) sin? £u 
(imm) 77038 00 388 


) 首先 我 们 佑 计 第 三 项 ， Y0 < < 1， 


f vor dt — | ©) l (6°) gla dt 
in f . at — — (G ) oa 


四 @(cost—1) (3g+3)gsint (2q +1)(2q +2)si?} E 
e(t) = ——— 


a NEC NM (q+ 1)(2q + 2)5in > _ 2k—2/q+1 
212/a41 212/a*2 d 2/273 => e kt ? 


[2473 


上 式 第 一 项 = OU 














其 中 


k=0 


其 中 {ck, k20) 为 一 列 常数 .将 梯形 公式 应 用 于 函数 1/t, WI 


"dt ("2b(t 








故 





1 q? (3q +3)q , (q + 1)(2q +2) 
注意 到 Osb(t)&., Vt € R, R. let) |S Saja + DP a Vt > 0, 则 


rotes [^ eoa (f deae f en at) = ou"), 


故 





J m. (s + °) 4 T (u) O(u?). 


4 
接 下 来 我 们 考虑 第 二 项 ， 注 意 到 VO < u < 1, 


% gin? u °° sin? _ °° sin? š 1 sin? i 
1 L^ q 1 u 
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dee 

















l g 1 u? © sin? £ 1 f'1—28/2-— cost 
= aw] l 2 二 dt 十 二 二 === 
td 
/et 
2q Jo p 
对 Euler 常数 c, 
14 . oo 
= 1 a | CORT aue 
0 it 
用 两 次 分 部 积分 法 ， 我 们 得 到 
sin? £ 1 f!1— 8/2 — cost 3 c 
2 
t po — j= cr. 
f go *a] m ud š 
另 一 方面 ， 
J(u) = gig [EP Ly: (—1)Fu?4 = 0(1) 
2u2 Jo t 4c (k+1)Qk+4) | 
因此 
sin? £t Š 1 3 C Bn db ou 
人 
_ l 2 1 2 
= ae log (=) + O(u^) 
&x V0 « u « 1, 
h(u)<—u? log (=) +00) of log( )) 
证 毕 . 口 


1.4 Hilbert 空间 上 的 倒 向 随机 微分 方程 
沿用 前 三 节 中 的 记号 , 设 W 为 完备 概率 空 
Fi 为 由 W 生成 的 完备 自然 o 代数 流 ， 了 > 0, Co 
£7([0, T], 


£?([0, T], £ 
+oo}, 


H) = {b: [0, T] x Q 5 H| b Hass 


2) = (e : [0,7] x Q 5 L| o 为 可 测 3 














它们 分 别 依 范 数 Venom = ( 
23 Hilbert. 空间 . 


app. eas) 和 
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间 (Q, Z, 














P) LAY K 值 柱 I-Brown 运动 ， 


= L(K, H). 记 











应 H 值 过 程 , Jr 
适应 Ly 值 过 程 , 让 


B||bs||? ds < +00}, 














Ellosliz, ds < 





1 
T 2 
llolleqon.es) = (Jo Ellesliz, ds) 


考虑 如 下 H 值 半 线性 倒 向 随机 微分 方程 : 


T T 
Xr = X, + J (a(s, Xs) + Y;) AW, + J b(s, Xs, Y.) ds, (1.36) 
t i 


其 中 
(Al) Xr: Q > H, 满足 Xr € Zr/B(H), B. El|Xr|? < too. 


(A2’) o : [0, T] x Q x H 5 £s, HEE o € BO, T]) x Z x B(H)/B(Co), B. Vt € [0, T], 
a(t,-,-): Q x H e Lz X Z, x B(H)/B(Co) fill. 


(A3') b: [0,T] x Ox H x £4 5 H, WÆ b € B( 0, T|) x Z x B(H) x B(C3)/B(H), 
E vt € [0, T], b(t,-,-,-): Q x H x fs H WF, x B(H) x B(C3)/B(H) 可 测 . 


为 了 给 出 我 们 的 主要 结论 , 首先 介绍 一 个 引 理 , 其 证 明 可 参看 Hu-Peng [13, 命题 2.1], 
其 中 我 们 对 条 件 (1.38) 式 做 了 一 个 修正 . 


考虑 如 下 H 值 半 线性 倒 癌 随机 微分 方程 : 
T T 
Xr = X, + J (o (s) + Y,) aW, + J b(s, Y;) ds, (1.37) 


其 中 
(A1") Xr: Q > H, 满足 Xr € Fr/B(H), B. E|| X+||2 < +00. 





(A2^) o € £?([0, T], £2). 


(A3") b: [0, T] x Q x Ly H, W b e B([0, T]) x F x BCCS)/B(H), H vt e [0, T], 
b(t, -,-): Ax £a HW Z, x B(L2)/B(A) 可 测 . 


5| 1.45 ix 
(1) b(t,w,0) € £?([0, T], H), 


(2) vt € [0, T], Y, Y! € C?(0, Lo), 存在 常数 C > 0, 使 














E|b(t, Y) — b(t, YIP &«CE|Y — "jz, (1.38) 














则 方程 (1.37) 的 解 存在 唯一 . 
注 1.46 方程 (1.36) 有 解 是 指 3(X,Y) e C2([0, T], H) x £2((0, T], Lo) 满足 方程 (1.36). 方 
程 (1.36) 的 解 唯一 是 指 若 (X,Y) 和 (X, Y") 均 为 方程 (1.36) ñf, W 








T T 
n E||X, — X/|? ds < +00, Í EJIY, — Y/li2, ds < too. 
0 0 


我 们 来 证 明 本 节 的 主要 定理 
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定理 1.47 设 
(1) 存在 函数 H(t, u): [0, T] x R, — R, 满足 : 


m H(t, u) 对 固定 的 we R, 有 fo H(s,u) ds < +00, 对 固定 的 te [0, $F u X 


(1b) 存在 常数 C > 0, fF Vt € [0, T|, X e C(Q, H), Y € C(0, £3), A 





























|o (t, X)llz, 
Elot, X, Y)| 


(t, E|.X]?) , 
(t, El|X||?) + CEIY lz,, 





< H 
< H 



































(1c) YK > 0 及 终 值 ur>0, 方程 


du 
— — —KH(t 
dt (t,u) 


在 [0,7] 有 解 
(2) 存在 函数 A(t, u) : [0, T] x R > Ry 满足 : 


(2a) G(t,u) 对 固定 的 veR+ A f; G (s,u) ds < +oo, 对 固定 的 te [0, T] 关于 以 为 
连续 增 函 数 ， 且 G(t,0) = 0， 


(2b) Vt € [0, T], X, X' e 2(Q, H), Y,Y' e C?*(0, Lo), 有 





Ello(t, X) — o(t, X 
E||b(t, X, Y) — b(t, X", Y^)? 





(t, EX — X'I?) , 
(t, EIX — X"|?) + CE||Y — Y"||Z,, 




















< G 
< G 























(2c) VK > 0, Æ [0,7] EmdEfRa ERA Z 满足 vt € [0, T], 


T 
ask | G(s, Z.) ds 
t 


可 得 Z = 0. 


则 方程 (1.36) 的 解 存 在 唯一 . 


证 明 . 考虑 如 下 的 逐次 通 近 : 


X? = 0, eg 
Xp = EL (le Rd Ar Yd Wey 
(1.39) 
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注意 到 X? = 0 € £°((0, T], H), 我 们 首先 证 明 Vn € N, 方程 (1.39) 存在 唯一 解 (X",Y"). 
XX n € N, X^-! e £2([0, T], 




































































H), 由 Ito 公式 (命题 1.18), (1a), (1b), Young KER, R 
们 有 
aX? ||? +E | IY2li2, ds 
T T 
zl Xp? — 2E J (X" b(s, X" [l Yn))ds — E J lo(s, X252, ds 
» t t 
-2E J tr (a (s, X2-)(¥2)*) ds 
: ^ 2 1 D 1 2 
< EX exc | xn dex b(s, X271, yn)|2 ds 
IX + Ac+ De Í Ix erg] WH )| 
Y j n—1)\||2 1 7 d n2 
XC DE lo XI Inde oye l, as 
< 



































T d 
1 
E|Xr|l* + 2(C + 1) J IX? ds + = | IY; lz, ds 
t t 


à (zc +1)+ 一 一 H(s, E| X77!) ds 


故 




















D TL 1 D d TL 
Ixe 2E Í qnl as 
t 


T 
< a |X" ||? ds 


+(2 (C+1)+ DEN soon) i H(s,E|| X” |?) ds. 


由 Gronwall-Bellman 引 理 知 




















E| X| 





T 
g e2(C+1) 











AL UN 














E| X7 ||? 1) H(s,E| X7-!|? 
eee (C++ zoo) f resta: 


H (1c), 存在 wi 满足 


T 
u=ur+K | H(s,us) ds, 
t 


E| Xr|220, K = CHT (2(C +1) + 
b), (2b) 以 及 归纳 法 可 知 ， 若 


d up = eX(CHTy 
Oxu;, H (1 " (1 





xc). TERE) EX, 
| X? Pus, 则 有 


T 
f Ellb(s, X771,0)| ds 
0 
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/N 


T 
| H(s, El X7 P) ds 
Jn 
f H(s, us) ds 
0 


T 
f H (s, ug) ds < +00, 
0 


/N 


八 


T 
f Ello (s, X?1)]f2, ds 
0 





人 











T: 
f H(s, E|.X?||?) ds 
0 


人 


T 
i H(s,u,) ds 
0 


人 


T 
f H (s, ug) ds < +00, 
0 


DK VY, Y' € £7(O, £3), 





= 











人 X7, Y) — b(t, XP, Y^]? 
< CE|Y — Y'l7.. 














故 由 引 理 1.45 可 知 方程 (1.39) 存在 唯一 解 (X^, Y"), 且 有 











g| X7 | 





T 
< uk] H (8,25) ds 
t 


S he (1.40) 


mÓ 











lg J el ds 
2 t s 2 


q^ 
Xr? +2(C + DE Í |X? ||? ds 
t 











IN 
































1 T 

2(C + 1) + ——— H (s, |X? |?) 
(CDt) fH RIX) as 
T 


zl Xl? + 2(C + yf us ds 


t 
1 T 
2 1) + 一 一 一 一 H (s, us 
+( (C + +z) (5, us) ds 
2(C + 1)Tu, + e "CHA. 
(2(C -- 1)T -- e X8 *0) wy, 





人 














A 人 
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故 有 














T 
: Í V2, ds<2 (2(C + 1)T + e PCY?) up, (1.41) 
0 


同 理 我 们 有 


























"HN em 
XP- XPE yz YP IB, as 
t 











T 
< (C+ UE Í |X? -XPIPds 
t 


* (enr) Í 6 


xr - xn 


1 T 
< eC (ao 4.1) + — —— | ay) nl Xxm-12 ds. 
e (zc+ ) t OTD I G(s, E|| X7 m-1|2) ds 





EXT — X|) ds, 





Cn 


以 及 


























d 





Z,— lim sup E| Xr — XP |)’, 


Tm,n—oo t<r<T 


由 (1.40) zt, (2a) 和 Fatou 引 理 易 得 


T 
ZH J G(s, Z,) ds. 
t 






































lim sup E||X;" — X| = 0, (1.42) 
m,n—00 (c eT 
因此 ， 我 们 有 
T: 
lim : Í |X*— xm|*ds = 0, (1.43) 
m,n—oo 0 
T 
es af IYS- Yle, ds = 0. (1.44) 
m,n—oo 0 


(1.43) 式 和 (1.44) 式 说 明 [X",n € N) 和 (Y",n e N) 23% C2(0. T] H) 和 
£^([0, T], £2) 中 的 Cauchy 列 ， 故 其 极限 过 程 存 在 ， 分 别 设 为 X AY. 在 (1.39) 式 中 
令 n 一 oo, X" 和 了 "分 别 取 C2([0, T], H) 和 C^([0, T], Co) 中 的 极限 ， 易 证 vt € [0, T], 
(X,Y) 满足 方程 (1.36), 即 我 们 已 证 明 方程 (1.36) 的 解 的 存在 性 . 
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zi (X,Y) 和 (X,Y) 为 方程 (1.36) 的 两 个 解 ， 同 上 可 得 vt e [0, T], 有 


a “Wy. VIR d 
2^. ll Ys alle, ds 
t 




















EIX: — Xr]? + 











T 
< 2(C + DE | |X, — X!||? ds 
t 














1 T 
2 1) + = E|| X, — X}? 
+ (c+ += =n) ec mx. - xP) as, 


以 及 











g| X, — Xil 


1 af: 
< ec [2(c +1 J g| X, — X'||2) ds. 
eie (A041) +a] f Gc xs XII?) as 




















因此 ， 我 们 有 
EX- Xi? = 0, 














T 
: Í |X. — x'|2ds = 0, 
0 














T 
: f |Y,-Y/B,ds = 0, 
0 


这 样 我 们 证 明了 方程 (1.36) 的 解 的 唯一 性 . GR, EXC, Ef” |Y;||2, ds« 
2 (2(C 十 1)T+e XC+D7) w. 证 毕 . 口 


注 1.48 k G(t, u) = 和 (t)y(w), 其 中 入 为 非 负 函数 , 且 满足 fo 和 (s) ds < +00, 7 : R4 > R. 


1 
为 连续 增 函 数 ， (0) = 0 且 满 足 J Tay qu = toe. 由 Bihari 不 等 式 可 知 ，G 满足 定 
0 十 
2 
理 1.47 中 的 (2c). 车 再 设 y(u) 或 uy HKZ, ob 满足 o(t,w,0) € C'([0, T], £2), 
b(t,w,0,0) € £2([0, T], H), B. Vt e [0,T], X, X' € H, Y,Y! € Ly, 有 

















AMX — XP?) as., (1.45) 
A(X -x)-ciY-YlL as, —(146) 


ll (t, X) — e(t, XI, 

ote, X, Y) — b(t, X^ Y^P 

则 o, b 满足 定理 1.47 中 的 (12)-(1c) 和 (2a)-(2c), 其 中 
+ Elo (t,0)]2, + Ellb(t, 0, 0) |?) . 


人 IN 


























H(t,u) = 2 (2G(t, u) 
故我 们 的 结果 为 Zhou-Cao( 参 看 [14]) 和 Mao( 参 看 [12]) 的 结果 的 推广 . 
注 1.49 iz y(u) = (d), 其 中 m 为 R, ERR eae, We pi(0) = 0 H 

















] — — a= oo. 由 引 理 1410), s WE 148 中 的 条 件 
Us X olu) 
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1.5 Banach 空间 上 的 随机 分 析 简 介 


以 下 内 容 可 参看 Neidhardt [9] 和 Brzezniak-Carroll [10]. 


设 马 为 一 M — 2 型 实 可 分 Banach 空间 ， 即 存在 常数 CE) > 0, 满足 对 任意 E 4 
eM 成 立 如 下 不 等 式 : 
sup E (IM) <C(E) DE (IM, — M-il) (1.47) 


k 


例如 C^(0)(p22), 以 及 所 有 的 Hilbert 空间 均 为 M 一 2 78 Banach 空间 . 可 以 证 明 ， 
E Jy M 一 2 8I Banach 空间 等 价 于 五 为 2 一致 光滑 空间 ， 即 存在 尝 数 C'(E) > 0, 满足 
Vr, y € E, 


1 
5 (Ile + vl + liz — yl’) «lll + OE) Mall’. (1.48) 


ig K 为 一 实 可 分 Hilbert 空间 ， 
R = R(K, E) = (red e L(K, E) : Loy — EWERT}. 


其 中 7 为 K 上 标准 有 限 可 加 Gauss 测度 ， 工 为 y- 柱 测度 算 子 表示 vr = yoL fE E 
的 柱 集 生成 的 代数 上 R(E) 是 o 可 加 的 , Bl vo 为 鼠 上 的 柱 测度 . 因此 vz 可 以 扩张 成 为 
B(E) = e(R(E)) 上 的 Gauss WWE, 即 vf e E*, fC) 为 (E, B(E), vr) 上 的 零 均 值 Gauss 
随机 变量 ， 其 协 方差 算 子 为 LL". 


YL € R, 我 们 令 
Ile = ( i Ia 人 | 


则 fun EVRA u^? Banach 空间 . 


d F 为 另 一 实 可 分 Banach 空间 ， 我 们 称 J: K — F 为 一 抽象 Wiener FH, 4 J 
为 单 射 ， 且 J e R(K, P). uv; -y39o9J-, RW ARES (Q, F, P) ER F fü 
Brown 运动 ， 即 




















(1) Wo = 0 a.s., 
(2) t — Ws un Ae p, 





(t — s) 
(3) W 为 独立 增 量 过 程 . 
可 以 证 明 ， 如 下 映射 


He 
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连续 ， 故 可 认为 LF, E) CR. 
id L°(R) = fo RI xQ — 尽 |c 为 可 测 适 应 R 值 过 程 , Vt, [^ Ellos||2,. ds < +o). 


























在 文献 [10] 中 ， Brzezniak-Carroll 定义 了 关于 W 的 随机 积分 ， 并 给 出 如 下 的 性 质 
与 Burkholder-Davis-Gundy 不 等 式 : 


命题 1.50 #0 € LR), W| M; = foo, dW, e MAX(E), 且 满 足 


























E (| M,|2) <C(E)E (/ lo as) Vt € Ry. (1.49) 


命题 1.51 (Burkholder-Davis-Gundy 不 等 式 ) 4 p>2, o € L?(R), 则 存在 常数 C, > 0, 


使 得 Vt € R+, 
s p t 5 
E (sup f ou AW, ) <C,E (/ lle: ls as) : (1.50) 
s<t 0 0 


E 1.52 # E = H y— Hilbert 空间 , 则 (1.47) 及 (1.49) 均 为 等 式 , HA C(H) = C'(H) = 
1, F=K,Q=I, WE 






































J:K o K 
Ôk > Axor; 


HR A; > 0 满足 » A2 < +00, (ó, k € N} Jy K 上 的 一 列 标准 正 交 基 ，/ = N'(0, JJ*), 
k=1 

R = L} = L(K, H), |Llle = |lLlleg B. LR) = C2(C2). 

1.6 Banach 空间 上 的 随机 微分 方程 


我 们 用 C(E) = C(R,,E) 表示 从 R, 到 E 的 连续 映射 全 体 . + B(C(E) = 
o(X,, s<t, X € C(E)), B(C(E)) = B..(C(E)), g, = Z, x B,(C(E)) 以 及 


E (sup IX? < ex] 
r <t 














gp 


loc 


(C(E)) = fx yes c(E)|x € F/B(C(E)), Vt 
考虑 如 下 的 互 值 非 Markov 型 随机 微分 方程 : 

p= , X) dW, b(s, X) ds. š 
x Xot | eX) w+ Í (s, X) ds (1.51) 


其 中 
(B1) Xo : Q > E, 满足 Xo € Fo/B(E), 且 存 在 p>2, 使 下 (| Xo||P) < +oo. 
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(B2) o : R} x Q x C(E) => R, WÆ c € B(R,.) x Z x B(C(E)/B(R), E. vt € R4, 
olt,- -): Q x C(E) 5 RW G,/B(R) 可 测 . 

(B3) b : Ry x Q x C(E) & E, i b € B(R,) x F x B(C(E))/B(E), H vt € Rg, 
b(t,-,-): Q x C(E) 5 EX g,/B(E) 可 测 . 

在 文献 [10] 中 ， Brzezniak-Carroll 44 f An PAAR: 


命题 1.53 ANTE (1.51) 的 系数 o 和 满足 局 部 lipschitz 条 件 和 线性 增长 条 件 ， 则 此 方 
程 的 解 存在 且 满足 轨道 唯一 性 . 
































仿照 1.3 节 ， 我 们 可 以 证 明 本 节 的 主要 定理 


定理 1.54 设 














(1) 存在 函数 H(t, u): Ry x R4 > Ry 满足 : 
(1a) H(t u) 对 固定 的 u € R, RF t 局 部 可 积 ， 对 固定 的 te Ry RF u 为 连续 增 
函数 ， 


(1b) vt > 0, X e £? (C(E)) 有 


loc 


E (Ile (t. XI) + E (Io XP) <H («s (sup IP) ) | 









































(1c) VK > 0 及 初 值 uoz3"!E (|| Xo||?), 方程 


du 
es kil 





有 全 局 解 . 
(2) 存在 函数 G(t,u): R x R} o Ry 满足 : 


(2a) G(t,u) 对 固定 的 u € R, 关于 局 部 可 积 ， 对 固定 的 t € Ry 关于 u 为 连续 增 
函数 ， 且 G(t,0) = 0, 


(2b) Vt > 0, X, Y € Œ (C(E)) 有 


loc 
































E (a(t, X) = a(t YR) +E (IWE X) ~ W, PI) <G (18 (sup 1X, - var) . 











(2c) VK > 0, Æ R, 上 的 非 负 函数 Z 满足 Vt e R4, 





t 
ack | G(s, Zs) ds, 
0 
可 得 Z = 0. 


则 方程 (1.51) 的 解 存在 且 满 足 轨道 唯一 性 . 
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证 明 . 考虑 如 下 的 逐次 通 近 :; 


= Xoy 


, , 7 (1.52) 
Xr = Xo+ fy als, X") aW, + f, b(s, X"") ds, n € N. 


注意 到 X = Xo € L,.(C(Z)), 我 们 首先 证 明 Vn € N, X" e £. (C(E))- Bog T > 0, 考虑 
t<T. @Xtn € N, X"! e £^ (C(E)), H (1a), (1b), Holder 不 等 式 ， Burkholder-Davis- 


]oc 


Gundy 不 等 式 (命题 1.51), 我 们 有 


z (sup 1x1") 
r<t 
z $ 
3"! E (||Xoll?) + 37C, T 27! J Ello(s, X” |R ds 
0 


2 (sup IXP) ) as 
r<s 
t 
= sere (salt) ex f H (sE (spx) ) as 
0 P&S 


其 中 天 = 3 (C,T? + TP-1). 由 (1c), 存在 wi 满足 

















/N 























t 
«re [ spi xps 
0 








/N 














t 
B(x) +3 (crt er f n (s 
0 


























t 
u= uo + K | H (8,25) ds, 
0 


























其 中 wo>32? 'E(]Xo|). TERE E (sup ixete) = E(||Xoll?) <w， 由 归纳 法 可 知 ， 若 
r <t 














E (sup xen) «us, 则 





B (sup xrl) 
rat 
£ 
< wk H (s, us) ds 
0 
=. üt (1.53) 


而 且 由 于 ol, X"-1) 为 可 测 适应 R 值 过 程 ， 再 次 用 (1a) 和 (1b) 可 得 














t 
[ Ele xis 
0 


2 
t Pus 
< (fme ia) e 
° ; 
< (/ n (sE (six) as) T 
0 r <s 
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< (f 6m s) r « +00, 
Bp 
gk” VEL). 
由 命题 1.50 可 知 X" 有 定义 , A X" e LP (C(E)). 
同 理 我 们 有 
° (sup LX? — XPP) 


t 
pria T llo (s, X7!) — o(s, X") ds 
0 

















人 














t 
«vcr [ ji x7) 一 Me X" ds 
0 
t 
22-1 (G iis pen ri G (s E (sup | t= xe) "n 
0 r <s 
t 
x | G (s ° (sup |y? - x?) ) = 
0 r <s 














/A 














/A 











d 














Z- Em E (sup ix - xe). 
r <t 


m,n—oo 


由 (1.53) 式 ， (2a) 和 Fatou 引 理 易 得 


Hi (2c) LẸ Z = 0, BCR 














lim E (sup | X 一 xw) = 0. (1.54) 
r <t 


m,n—oo 


我 们 用 Cr (E) 表示 从 [0, T] 到 E ESET WA. VX € Cr(E), 定义 


lX ]lerŒ) = sup || Xll. 
t<T 


则 (Cr CE), ll lena) 为 Banach 空间 ， 故 £^(Q,Cr(E)) 也 为 Banach 空间 ,又 (1.54) 式 
说 明 {X",n € N} 为 C" (OQ, Cr(E)) 中 的 Cauchy 列 ， 故 其 极限 过 程 存在 , 设 为 X. H X" 
的 连续 性 可 知 X 是 E EEZP E (1.52) RFS n 一 oo, W £r(Q,Cr(E)) 中 的 极 
Bk, Sue VETT, X 满足 方程 (1.51), 即 我 们 已 证 明 方程 (1.51) 的 解 的 存在 性 . 
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# X AX! 为 方程 (1.51) 的 两 个 解 ， 同 上 可 得 Vt<7, 有 














t 
z (sup IX, xi) <x fa (s 
r <t 0 


























: 


r <s 


PT xy) ds 


E (sup |X, 一 xi) = 0, 
r<t 


这 样 我 们 证 明了 方程 (1.51) 的 解 的 唯一 性 ， 显然 ，X € £,.(C(E)), 且 满 足 














E (sup I) <u. 证 毕 . 
r<t 
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2 由 无 穷 个 Brown 运动 驱动 的 随机 微分 方程 


21 关于 无 穷 个 Brown 运动 的 随机 积分 





沿用 1.1 节 和 1.3 节 中 的 记号 . + (Wi, j= 1,2,---} 为 某 概率 空间 (Q, F, P 上 的 无 
穷 个 相互 独立 的 实 值 Brown 运动 ， 它 们 可 以 看 成 Hilbert 空间 K = 0? 值 柱 I-Brown i& 
动 W = (W1,W2,...). 

为 了 说 明 W 的 存在 性 ， 我 们 可 以 构造 概率 空间 (Q, F, P; Fe) Wr: 

it Wm = C(R,, R”), ym = (v € W" : wo = 0), u" 表示 Wr 上 的 Wiener 测度 . 
注意 到 YV" 和 Wo" 均 为 可 分 Fréchet 空间 ， 其 准 范 为 ; 


lwl] = y» 了 (max |u| u 


j=l 








SES) 

















ml w~ = Iw xo- wy = [Í W Jy Polish a 其 度量 为 : 


=% I4 (j =A 


j=1 


& P = u = lI u^, BW") = asssbw € W") 以 及 BOW") = B. (Vv). BONT), 


BOWE), BWS), BO), OM) 和 BON) 可 做 美 似 定义 ， 并 将 BOWE?) 完备 化 成 
F, 以 及 将 BLOWS) 通常 化 成 户 定义 从 Wee 到 第 了 个 坐标 鹤 间 的 投影 如 下 ， 


W? : Wi(w) = w’ € Wo, 














WW {WI j= ,2,--- M39 (Q. F, P Z) 上 的 无 穷 个 相互 独立 的 实 值 Brown 运动 . 
定义 2.1 RW = (W!,W2,...), 其 中 万- 适应 过 程 列 (W7,5 = 1,2,---} 为 无 穷 个 相互 
独立 的 实 值 Brown 运动 , Zi V0<s < t, W, — W, 与 独立; WR W 为 无 穷 个 相互 独立 
的 万 -Brown 运动 . 

由 有 限 维 Brown 运动 的 Levy 款 刻 画 定 理 ， 易 证 如 下 命题 
命题 2.2 (THERE) Wb (Wi j = 1, 2,…… } 为 无 穷 个 连续 万- 适应 过 程 ， Wi = 0, 

则 以 下 命题 等 价 : 
(1(W?,j =1,2,---} 为 无 穷 个 相互 独立 的 Z,- Brown 运动 . 
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(2)Wi 为 连续 局 部 Fe BR, H [Wi, Wi; = ft (j,k 21,2,---). 














d | 
(3)Vd € N,a € R4, Z? = exp f: Y ` aW} + ien] 为 FA. 
j=l 


由 命题 2.2, 我 们 易 证 如 下 结果 : 
推论 2.3 ( 强 再 生性 ) 设 W = (W, W”,.… ) 为 无 穷 个 相互 独立 的 万 -Brown 运动 ， 令 
(0.W), — Writ = Wz, (2.1) 


H Fico. u<t) ,其 中 7 为 万 - 停 时 ， 则 0,W 为 无 穷 个 相互 独立 的 及 -Brown 运 
动 ， 且 与 万 独立 . 











令 第 1 章 中 H = R”, 则 有 





Ge = Zx BAW”), 
ERUNT) = {x :QP wx € F/BW™), vt, E (sup x.) « +o}, 
r<t 
L = Re? = fo= (d): ol < +o0i=1,2, mj = 1,2}, 





LR” QP) = fo: R x oo R” @ Ë 











o 为 可 测 适 应 R” c P 值 过 程 ， 




















t 
vt, f Ello, |? ds < +oo}, 
0 


[2 (Rue) = lo: R. x oo R” @ Ë 





























c 为 可 测 适 应 R” c P 值 过 程 ， 


t 
vt, f \|o5||? ds < +00 a.s. }, 
0 


1 


其 中 jlol| = ( Sc , (0,0) = > >; (oj05"). ia = ec* € R” & R^, [a| = 














i=1 j=1 i=1 j=1 
5 Pai) , 0° = (o,o) € P, o; = (olo; ,opy € R^, ¿= 1,2,---,m, 
lj 
£ oo * 
j=1,2,---, Wal lal = tr(a), ai = (e*, o) = Y (eio!) 
j=1 





注 2.4 同 有 限 维 空间 一 样 ， 我 们 可 以 假设 可 测 适 应 R” e P tfe o € Cu (Rm e P) 满 
足 ceP/B(R@D). 


























下 面 的 有 限 维 Burkholder-Davis-Gundy 不 等 式 来 自 于 何 声 武 - HERE) - 严 加 安 [27]: 


命题 2.5 (Burkholder-Davis-Gundy 不 等 式 ) 若 p21, M € ML.(R), 则 存在 常数 
Co, Cp > 0, 使 得 Vt € R+, 

















= nre 























C,E[M]? <E (sup ir) «C,E|M] 
s<t 


(2.2) 
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关于 W 的 随机 积分 ， 可 以 证 明 下 面 的 构造 和 [7] 中 的 定义 一 致 . 
命题 2.6 设 W = (W.W?,..-) 为 无 穷 个 相互 独立 的 Brown 运动 ， G € Ch (l), 则 
M, = J) 0, aW, 的 可 料 平方 变 差 过 程 为 


£ 
M= 人 loPds (#30). (2.3) 
0 
F o € £L), N, = fo o, dW,, W| M, N 的 可 料 交互 变 差 过 程 为 
t 
[M, N], = I (as oa) ds, (t20). (2.4) 
0 
证 明 . 只 需 证 明 (2.3) XX. 首先 设 o e (P). 令 
n t 
Mp = 5 | awi, 
j=1 “Ü 
则 有 (v1, 02,'7- , On) € (Rn), H. M” € M?(R), 其 可 料 平 方 变 差 过 程 为 
n t 
IM" = 3 | (eas 
jer “Ü 


H Burkholder-Davis-Gundy 不 等 式 (命题 2.5) 可 得 





























u<t 


n t 
(spot u) <e Y, [meas (n> mmn > o). 
j=m+1 “ Ü 


[4 














E (swar — wy) — 0, (n — oo), 


uct 














M € M?(R), A Vt>0, 


因而 
iF 
Mh. = Í Welas. 
0 
#0 € £D), 4 


t 
T, = inf {> ; | losl? as>n) An, 
0 
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N rz, ABH Fe ERT, H z, T oo a.s.. X 
loto. € LR), 


因此 














t 
N? = f osTs<r} dW, € M2(R). 
0 


SS 


显然 Ym>zm (N™)™ = N". BM € Mejoc(R), H. M?" = N". 仿 上 可 证 (2.3) 式 . 证 毕 ， 






































L] 
由 此 命题 我 们 可 以 得 到 
推论 2.7 在 命题 2.6 的 条 件 下 ， 
(1) 若 可 测 适 应 过 程 BEE flol? € ZL (R) XU vt € Ry, 
.d[M], = e «ll? ds. 2.5 
ri fsd[M] J fsllosll? ds (2.5) 
(2) 若 可 测 适 应 过 程 f 满足 fo c CL), WI vt € Ry, 
s dMs 305 dW,. 2.6 
n = [fo (2.6) 


由 命题 2.6 和 推论 2.7, 我 们 可 以 对 由 无 穷 个 Brown 运动 驱动 的 随机 积分 自由 地 
运用 有 限 维 的 Ito 公式 ， Tanaka 公式 以 及 Burkholder-Davis-Gundy 不 等 式 . 对 o € 
L? (Rm @ D), 我 们 还 可 定义 Fisk-Stratonovich 积分 : 


t 
f oso dW, 
0 


oo oo oo I 
= [oom (Se Wile, Slo}, W?|, - ey lo? wa. (2.7) 
0 j=l j=l 


j=l 





下 面 的 广义 Girsanov 定理 和 无 穷 维 可 料 表 示 性 定理 来 自 于 Hitsuda-Watanabe [15]: 
定理 2.8 (Girsanov 定理 ) 设 0<t<7,o € fú (l), R. 


t 
Zi = exp d os dW; 一 ;/ las). (2.8) 
0 0 


满足 E(Zr) L BS Q Jo Zrd P 及 
































t 
W, = W, = f Os ds, (2.9) 
0 





WA Q = P, HW =(W!,W?,---) 在 概率 Q 下 为 可 列 无 穷 个 相互 独立 的 Z,-Brown 3& 
z. 
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定理 2.9 (可 料 表 示 性 定理 ) iz W = (W', W?, 





其 中 NW 生成 的 连续 完备 的 自然 o 代数 流 . 
(1) # M € M*( 














.) 为 无 穷 个 相互 独立 的 万 -Brown 运动 ， 














































































































R) (或 人 M2.( 民 )), 则 存在 可 料 P 值 过 程 e © C'(D)mCLI)), 使 
Vt € R4, 
M, = Mo + x os dW,, as (2.10) 
0 
故 M € VOR) GM case (R)). 
(2) && 0 < T < coo, 2; € € C^(Q, Fr, P), 则 存在 可 料 D EE o 满足 
T 
| E||os||? ds < +00, 
0 
且 
T 
E = E(é|F) +f os dW,, 8.8.. (2.11) 
0 
定义 2.10 我 们 称 带 流 的 概率 空间 (0, F, PF) 为 (Q, F, P; Fi) 的 拓 广 ， 如 果 存 在 映射 
r: Q > OH FIF n, ENSE: 
(Dvt € Ry, Te 万 /万 ， 
(2) p= Pe 0, 
(3)VE € LOO; P Vt e R+, 有 























PCE(ro)l7) 














E(ELF (no), P- a.s.. 
注 2.11 给 定 两 带 流 的 概率 空间 (Q, F, P; F), (Q, Z”, 























P"; Fi), 设 
Q =Q xQ. = Fx Z, 


P 一 











D 








x 











P Fix {0 c Z, CA x Z”, 
r J Q BO 的 投影 ， 则 (O, F, P Fi) 29 (0,07, 5 F) 的 拓 广 ， 称 为 (Q, =, 
拓 广 . 
注 2.12 设 (Q, Z. P: F) 为 (Q, Z, 


























P: Fi) 的 标准 
P: Z) 的 拓 广 . AM AF RS Mg) = Mi(nà), 
MJ M 为 万- Bh. 若 M 为 连续 局 部 Jd MU M 为 连续 局 部 A BR, H 


下 面 是 本 市 的 主要 定理 : 连续 局 部 款 的 无 穷 维 随机 积分 表示 定理 . 它 为 [7, 定理 8.2] 
的 特殊 情形 ， 是 证 明定 理 2.30 的 关键 ， 我 们 将 给 出 m = 1 时 的 一 个 直接 证 明 . 


42 











定理 2.13 (连续 局 部 款 的 无 穷 维 随机 积分 表示 定理 ) 设 (Q, F, P, 万 ) 满足 通常 条 件 ，M < 
Meciol R”), H. Mo = 0 a.s.. 4 do € C?(IR" @ I”), fi 





























t 
[M:, M'], = | (aj); ds, (i, =1,2,---,m), (2.12) 
0 


其 中 a = oo*, 则 存在 (Q, F, P; 万) a (Q, F, P; Z.) 及 其 上 的 无 穷 个 相互 独立 的 
F,-Brown 运动 W = (W',W?,---), 使 


t 
m= Í a,dW,, a.s.. (2.13) 
0 


证 明 . 只 证 明 m = 1 的 情况 . 任 给 一 完备 带 流 的 概率 空间 (V, 7", P F) 及 其 上 的 无 穷 
个 相互 独立 的 Z7-Brown 运动 W! = (WW? ...). & Ó = Q x Q, £ = Z x 2, 
P = P x P, £, = Z, x Zt, WJ (Q, Z, P; Z.) H (Q, Z, P; Fi) 的 标准 拓 广 . 由 注 2.11, 此 时 
M fl (W",j = 1,2,...) 均 可 看 成 这 个 拓 广 空间 上 的 连续 局 部 蒜 (我 们 均 略 去 符号 “~”)， 
B 























[M]; = i a, ds, 
[M,W"], = 0, (j = 1,2,.…), 
(W, W] = 6t, (j,k =1,2,---). 


4 
T P d í 
Wi — i As * ras #0} dM, + J Tras=0} dw, 
WP x wW”, (p = 2,3, ), 

则 有 


t t 
[W!), = f az Lt, 20)5 ds 4- f Itas =0} ds =t, 
0 0 
[w?, WJ, = W”, W^]. = ont, (p, q = 2, Dres 
W,W?, = 0, (p=2,3,---). 


由 命题 2.2, W = (W!,W?,---) 为 无 穷 个 相互 独立 的 万-Brown 运动 .另外 


t 1 N 
1 a2 dW] 
0 


Pup d d 
— f ota: ‘Tag aM, + | a2 Ita, =0} Ws 
0 0 


t T 
J og dioe f e sm 1 
Ü 0 
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其 中 最 后 一 个 等 式 成 立 是 因为 


un Tas=0} am| = f f iem ds = 0. 
Ê: 


再 任 给 一 完备 带 流 的 概率 空间 (Q, F, 及 其 上 的 无 穷 个 相互 独立 的 六 -Brown 运动 
W = (W1, W?,. eh) = Âx, F= fx £, P = P x P, Z, = £ x Z,, W 
(ü, F, P; Z) 29 (Q, F, P; Z) 的 标准 拓 广 . 此 时 M, {WY j= 1,2,---}, {Wi,j =1,2,---} 
和 {Wi,j = 12,….} 均 可 看 成 这 个 拓 广 空间 上 的 连续 局 部 著 ， 且 


[Wi, W*), = 0, (j,k ed grex] 


























4 
t 


a t E " E š 
W} = i: (05) sds ? 115,420; AW1 + W? 一 | (05)50505 Ita,40} dW, (7 = lager 
0 


0 
则 有 


$ 
[W?, Wh = ] e» (On) 5A, Ira, 0} d5 + 6% t+ fi rar lasl a7 ?Ta, 0} ds 
0 


t 
aj (o j)s(01)sa5 La, 0 ds 
0 
t 


É 
fo (Ox) 50, TTra,z0} ds 十 07 is f 0 jal OKO, pie, ds 
0 0 


t 
-2 Í (c5). (0.),a5 Ip, 40) ds = 6t, (j,k =1,2,---). 
0 


由 命题 2.2, W = (W!,W?,---) 为 无 穷 个 相互 独立 的 万 -Brown 运动 . 注意 到 


E 1 7 t 
p a? Iis. LA = f asltas=0} ds = 0, 
0 t 0 


; ^ i i 
[etes] = f Medic de f olen ds o 
0 t 0 0 


我 们 有 
t ~ 
f os dW, 
0 
t 三 还 A t EN t A 
/ les as *Itas#0} uia «f aii, | esl osa; Tta, 40) IW, 
Fd a t 2 t 2 
= f a2 Tias +0} dw + I c, dW, 一 f Osl fa,40} dW, 
0 0 0 
Euh ee ti n t A 
= f as dw? — f as l{as=0} dw + f Osl{a,=0} dW, = M.. 
0 0 0 
证 毕 . 口 
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2.2 ” 解 的 存在 唯一 性 


本 节 我 们 考虑 如 下 R” 值 非 Markov 型 随机 微分 方程 : 


t t 
xoc | s (s X)dW, + | b(s, X) ds, 
0 0 


(2.14) 


无 穷 个 相互 独立 的 实 值 Brown 运动 ， 且 有 


(C1) z € R™. 


















































(C2) o : R, x W” o R” @ 2, RE o € B(R,) x BOW")/B(R" & 2), R Vt E Ry, 











o(t,-) : W” 5 R” &I? Jy B,OW"S/B(R" 81°) 可 测 . 





























W” > R” Jy B(W™)/B(R™) 可 测 . 
有 时 我 们 也 讨论 如 下 的 非 时 齐 Markov 型 方程 : 
X= , Xs) dW, b(s, X,) ds, 
s | als, Xs) +f (s, Xs) ds 


其 中 


(C1) x € R”. 



































(2.15) 


(C2) c : R, x R” 5 R” & P, HER o € B(R,) x B(R")/B(R" @ 1). 





























(C3) b: Ry x R” 5 Rm Wig b € B(R,) x B(R")/B(R"). 
以 及 时 齐 Markov 型 方程 : 


t t 
X, = z+ f o(X,) dW, + f b(X,) ds, 
0 0 


El 


(C1") z € R”. 



































(C2") o : R” Rm 912, WR c € B(R")/B(R" @ 2). 





























(C3") b: R” > R”, WEEE b e B(R")/B(R?). 


(2.16) 


在 方程 (2.15) 中 ， 设 Ó,c ES (8,25) € R” G9 i 表示 o 对 t 求 导 ， Vi = 1.2; ` M, 


Ojo = (0105) ER” QP xéz o Ht x RR. 相应 地 有 bot € 810,0; € 
O10; € R”. 这 样 ， (2.15) 式 等 价 于 如 下 Fisk-Stratonovich 方程 : 


t 


t 
X, = $ +f o(s, X,) o dW, «f b(s, X.) ds, 
0 0 
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R™, Ojo’ ef 和 





(2.17) 


在 [7] 中 ， 作 者 定义 了 拷问 题解 ， 弱 解 ， 温 和 解 ， 强 解 的 概念 ， 但 至 今 还 没有 唯一 强 
解 的 概念 . 在 方程 (2.14) 的 情形 下 , 后 三 者 等 价 . 下 面 我 们 仿照 有 限 维 的 情形 定义 弱 解 ， 
强 解 ， 唯 一 强 解 等 概念 ， 使 得 方程 (2.14) 解 的 有 关 结 果 可 以 做 到 与 经 典 的 随机 微分 方程 
的 结果 平行 .我 们 的 弱 解 相当 于 [7] 中 的 拷问 题解 ,我们 的 强 解 相当 于 [7] 中 的 弱 解 . 
定义 2.14 知 存 在 完备 带 流 的 概率 空间 (Q, F, P; Fe) 及 其 上 的 无 穷 个 相互 独立 的 Z+- Brown 
运动 W = (W',W?,.--) Al m 维 连续 适应 过 程 X, 满足 





(1)vt € Ry, a(t, X) € £t. 


(R" &1?), b(t, X) € £l 


loc 


(IR?) 7 

















(2)vt € Ry, FFE (2.14) a.s. 成 立 ， 
则 称 (X, W) 为 方程 (2.14) 的 初 值 为 x 的 (35) 解 . 


定义 2.15 (1) 只 要 (X, W), (X, W) 为 方程 (2.14) 具有 相同 初 值 的 解 (不 一 定 定义 在 同 
一 概率 空间 上 ), X 和 X' 就 在 Ww". 上 具有 相同 的 分 布 GEX X £ X’), 即 


Po X = Po X" 1, (2.18) 























则 称 方 程 (2.14) 的 解 具 有 分 布 唯一 性 . 


(2) 只 要 (X, W), (X', W") 为 方程 (2.14) 定义 在 同一 概率 空间 上 具有 相同 初 值 的 解 ， 
X AX! 就 无 区 别 (WA X = X"), B 








P(X, = XL, Vt € R.) = 1, (2.19) 
则 称 方程 (2.14) 的 解 具有 轨道 唯一 性 . 
注 2.16 # X, X! e D(R”), W X = X' 等 价 于 X A X 互 为 修正 Ga X =X’), gn 
P(X, = X) = 1,Vt € Rg. (2.20) 
定义 2.17 若 存 在 函数 8: R” x WP Wm", 满足 


(1)@ € E(R™ x WS), 即 对 任何 Rw” 上 的 Borel 概率 测度 v, 














Lx peor 


$ c B(Rm) x BW) 





/B(W"), 


Tcu 


(2)Yz € R” t € R}, B(z,-) : WP o W" 为 BW)” B. Ov) 可 测 ， 
且 使 得 方程 (2.14) 的 解 CX, W) 满足 


X = (Xo, W) a.S., 














则 称 (X, W) 为 方程 (2.14) 的 强 解 . 
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定义 2.18 若 存 在 上 述 函 数 ©, 满足 





(1)Vx € 民 ™ 及 某 完备 带 流 的 概率 空间 (QO, F, 
运动 W = (Wt, W?,.. 











P. 万 ) 上 的 无 穷 个 相互 独立 的 万 -Brown 
.), X = P(x, W) 是 方程 (2.14) Æ (Q, F, P) 上 的 初 值 为 x 的 解 ， 


(2) 对 方程 (2.14) 的 任 一 个 解 (X, W), AX = (Xo, W) 
则 称 方程 (2.14) 有 唯一 强 解 . 








a.s., 


显然 ， 若 方程 (2.14) 有 唯一 强 解 ， 则 其 解 具 有 轨道 唯一 性 和 分 布 唯一 性 . 
F 面 的 定理 是 有 限 维 情况 (参看 Ikeda-Watanabe [25] 和 黄 志 远 [31]) 的 推广 ， 
定理 2.19 方程 (2.14) 有 唯一 强 解 等 价 于 它 存在 一 个 弱 解 且 其 解 具有 轨道 唯一 性 ， 





证 明 . 必要 性 显然 . 往 证 充分 性 . 设 (X, W), (X, M 为 方程 (2.14) 具有 相同 初 值 ZE R” 
的 两 个 解 ， 分 别 定义 在 完备 带 流 的 概率 空间 (Q, F, PSF) 和 (Q0, P525) 上 .它们 在 
Rm x We 中 的 分 布 分 别 为 了, = Po (X, W) X E = Po(X', W^)-1. jg z 2 W” x Wwe 
到 Woe 的 投影 ， 则 Peor! —-PoW-! = u*, Pont =PoW =p. 


? LIN = 










































































考虑 (W x We, BOW”) x BOWS)" ,P,). 记 Q,(o, A) 是 给 定 z = w 的 正则 条 件 
概率 P(A x WEIT =w), BH 














(1) Vo € We, Q.(w, -) 为 (wm, BOV™)) 上 的 概率 测度 ， 
(2) VA € BIW"), Q,(-, A) e BOVE)" 


(3) VA € BOW"), YB € BOWS)", & 


[awa P(A x B). 


? 


下 证 
(3) VA € BW™), QC, A) e BOW). 


ii 


0, W™ x WP. — (W°, Be)" ) 


(ww) > wa. 





W Qzt(w, A) 是 给 定 m = w 的 正则 条 件 概 率 P(A x WET = w), Bll 











(I) Vo € WP, Q,,(o, -) 28 QV", BOW") 上 的 概率 测度 ， 


(2) vA € BIW"), Qnal, A) € BOW) 


? 


47 


(3) VA € BO"), VB € BOYS ,有 














| Qe Aw (4) = P, (A x B). 


由 (2), 要 证 (2), 只 需 证 VA < BOW"), Qs( A) = Qril A), i as 由 (3) 和 (3), 又 
只 需 证 (3) XE VA € BW"), VB e BOWS) 成 立 (因为 此 时 f, Qs (o, A)u( dw) 
P,(A x B) = f Q. (2, A)u?*( du)). 


FXE, EXW 上 的 变换 














(pw). = wrt (Ugo). = W. 44 — We, 


则 9. € BOWE) /BOVg) , EL Ys>0, (Bc), 5 LOVE). 独立 (关于 概率 u°). 不 妨 
ik B = {w € WF : pw € By, Ow € Bo, By, By € BOWS)” }( 由 单调 类 定理 可 证 一 般 的 


B e BOWS)" ), WA 
/ Qrelw, A)u (de) 
B 


- J Q. (a, A)u** dw) - H° (0w € Ba) 
{prwe By } 

= P. (A > {pw E Bi]) PD X (0 c B3]) 

= P(X € A, pW e Bi)P(OW € B;) 

= P(X € A, W € By, O,W € B>) 

= P(X € A,W € B) 

= P(A x B). 















































同 理 考 上 (W x we, BOW™) x BOVE) P4), 记 Q. (2, A’) 是 给 定 m = w WE 
则 条 件 概 率 ia x Mn = w) 4 à = Wn x Ww" x We, Q.(du!, due, dw) = 
Q, (o, dut), (w, da?)u**(du). HX F = BO)”, £28 BW") x BOW") x BO) 
TE Q, — 则 我 们 有 概率 空间 (Q, Z, Qu; F) 在 此 空间 上 ，(w!,w) 及 (w?,w) 在 
Q, 下 的 分 布 为 P; 及 P^, 即 与 (X,W) 及 (X', W) AA, Hv 在 Q, 下 的 分 布 为 nes. 

我 们 还 可 以 证 明 w 为 (Q, F, Qa A) 上 的 无 穷 个 相互 独立 的 Z, -Brown 运动 ， 事实 
ze 只 需 证 明 Vs < t, Wt — Ws 5 F, 独立 (关于 Q), 又 只 需 证 Wy 一 E we — ws ER A 
5 Z, 独 立 (26 Q,). X Ae BW”), A € BW), Be BV), aE R®, 


põ- arent w?, w) ev (s i-«) 


= [ow o 2 up Iwi Jo Q,(w, A)Q! (w, A’) u°°( dw). 
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由 刚才 所 证 ， Q,(-, A), QC, A) € BOWS)”, (wt -wl ww") 5 BWR)” 独 
立 (关于 ua), 因此 上 式 等 于 


RO: (so (3 3 7 — wt) )) J Qe MAL, Au du) 
= p c o Daal! — wi) ))) Ee (Lax arxB(wl, w”, w)) . 


由 单调 类 定理 可 知 (oq — wy, ++ ,w? 一 w?) 与 大 独立 (关于 @Qo) 


既然 (wl, w) 和 (w?,w) 为 同一 概率 空间 (Q, Z, Qe; Z) 上 的 方程 (2.14) 的 两 个 解 ， 
由 轨道 唯一 性 可 知 o! = w? Q, a.s., 此 即 


(Q.(o,:) x Uw, ))(^ — 7) 21, pas. 


容易 看 出 ， 乘 积 测 度 帮 集中 在 “对 角 线 ” 上 ， 必 然 集中 于 某 个 唯一 的 单 点 Dw) e W™, 
Bp 

















Q. (w, -) == Uw, .) = Oe Gash l), H^ dS 




















由 (2) 知 ， Vz € R”, t € Ry, @(z, AS B,0WP) /B(W"). KERE Q.(w, A) 







































































是 正则 条 件 概率 P(A x WPu = r,t = w)(Q Lo A’) 是 正则 条 件 概率 P(A x 
Welw = z, = w), 因此 VA e EV m), Xd R” 上 的 Borel 概率 测度 
v, Q(-,A) € BIR) x BOW)" , it d c BIR) x BOR) /BW"). XE 

Q,(w E : w! = O(zu))e Qiu ie : w? = O@,0)}) = 1, w* as, 于 是 

Plu : wt ed(ruw«Wemew = 1, y” a.s., m*Pio:we,)zu)xW»)sel1, 
亦 即 P. (ti Lw) : w! = O(2,w)}) = 1. 因此 P(X = O(2,W)) = 1. 同 理 P(X’ = 
@(z,W')) = 1, H @ BOME—VES (X, W) 为 方程 (2.14) 的 唯一 强 解 . 口 


推论 2.20 方程 (2.14) 的 解 具有 轨道 唯一 性 则 也 具有 分 布 唯一 性 . 
定义 2.21 Hho: R} x W" ^R" GP, b: R} x W" — Rm. 
(1) 者 存在 常数 C > 0, f Vt € Ry, X,Y EW", & 


r<t 






































则 称 o 和 "满足 Lipschitz 条 件 . 
(VR > 0, 若 存在 常数 Cr > 0, 使 Vi € Ry, X,Y € Wm WE sup|X,|<R, 
r<t 
sup |Y,| <R, 有 
r<t 














r<t 
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则 称 o 和 5 满足 局 部 Lipschitz Ae. 
(3) 若 存在 常数 C> 0, l VEE R.., X EW", 有 
lot, XI + l(t, sc (1 + sup x.) | (2.23) 
则 称 c 和 5 满足 线性 增长 条 件 . 


仿照 经 典 的 有 限 维 方程 的 结论 ， 我 们 有 : 


命题 2.22 477 Fe (2.16) 的 系数 o RI b 满足 lipschitz 条 件 ， 则 此 方程 有 唯一 强 解 ， 记 方 
程 (2.16) 的 初 值 为 z 的 强 解 为 X(2,-), WI 


(1)Vpz0, I 0, 存在 常数 Cor > 0, 使 Vs,t« T, z, Y S R 有 


























E (sup X (x,t) — X(t) < Carle — yl, (2.24) 
t«T 











EX (z,t) - Xy, S)? < Cor (lz — ul - T. (2.25) 

















(2)X 存在 二 元 连续 修正 X(r,t), HXf a.a. w fl Vt € Ry, X(t): Rm 5 R” 为 同 


HE. 
命题 2.23 ÆN TE (2.14) 的 系数 o 和 满足 局 部 lipschitz 条 件 和 线性 增长 条 件 ， 则 此 方 
程 有 唯一 强 解 . 


命题 2.24 ENTE (2.16) 的 系数 o 和 满足 线性 增长 条 件 ， X 为 方程 (2.16) 的 解 ， 则 


(1)vpz0, T > 0, 存在 常数 C, > 0, 使 














E (sup xA) SO m. (2.26) 
tT 


(2)Yp>2, T > 0, 存在 常数 Cor > 0, 使 Vs,t<7T， 











EIX; — X.P <C rlt — s["?. (2.27) 





由 定理 1.38 或 定理 1.54 及 注 1.42, 我 们 有 如 下 定理 : 


定理 2.25 设 入 为 非 负 局 部 可 积 函 数 , pi 和 p» A Ry 上 的 增 四 函数 ,满足 p1(0) = po(0) = 0 
H. 3p22, 使 

















c. d 2.98 
= + a . 
L mu roc me er 


# ||o(t,0)|| t |b(5,0)| € CZ. (R), H VC e Ry, X,Y e Ww", Ẹ 


loc 


lett, X) — oft, Y) < V Xo (sp - v4). (2.29) 
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(t X)- < Xp. (sup |x, y). (2.30) 


则 方程 (2.14) 有 唯一 强 解 . 
注 2.26 若 (2.28) 式 成 立 ， 则 





f pı” (u) du = f p2” (u)du = +00 (2.31) 
0 十 0 十 
引 理 2.27 Æ p AR, EAP eae, HWE p(0) = 0, 则 存在 常数 C > 0, 使 
p(u)<C(1 + u). (2.32) 
X 2.28 在 定理 2.25 的 条 件 下 , BLY = 0, WI VteR,, X e yym, 
lett < eto + Xo: [eu Xl). (2.33) 
X) < Meo + Xo (sup) (2.34) 
由 引 理 2.27, 存在 À, 为 非 负 局 部 可 积 函 数 ， 使 
lolt, X)| + lolt, X) tolt) (1 + sup x4) (2.35) 


由 引 理 1.41(2), 令 y(u) = Plur) + Elur), G(t,u) = A(t)7(u), 


H(t,u) = 2?-(G(t,u) + 


lle (t, 0]? + (b(t, 0)|*) Be 29^ A, (0 (1 + u), WI y, G, H W EE 1.40 中 的 条 件 . 


注 2.29 考虑 如 下 男 一 种 逼近 : 


X? 
x 


显然 ,在 定理 2.25 的 条 件 下 ， 方 程 (2.36) 有 唯一 强 解 ， 且 满足 
可 证 Vn > m, 


T, 


z+ > ru c;(s, X") aW? + h b(s, X") ds, 
jal 











D (sup xr- xe) 


r<t 





























n € N. (2:36) 














E (sup xt? xu. 同 理 
r <t 


t n t 
< otf E > |o; (s, X")|? ds + K f G (s E (sup ix -xw)) ds. 
0 0 r <s 


j=m+1 


再 若 级 数 lo,(t, X)? 一致 收敛 ， 则 有 





lim E (sup |x 一 xe) = Ü. 
r <t 


m,n—oo 
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mE (sup X; 一 xp) = 0. 
r<t 


li 
n— oo 


由 定理 2.13 及 标准 的 方法 (参看 Stroock-Varadhan [32]), 我 们 可 以 得 到 如 下 的 三 个 


结论 . 


定理 2.30 方程 (2.14) 的 解 的 存在 性 等 价 于 : 存在 某 个 完备 带 流 的 概率 空间 (Q, F, P; Z) 











及 其 上 的 m 维 连续 适应 过 程 X, 使 对 一 切 f € C; (Rr), 

















f - fle) - J (Lf)(s, X) ds € Maj (R 


其 中 工 = DO + 5 5; a0. 
i=1 il=1 


w 


推论 2.31 者 方程 (2.14) 的 系数 o, b 为 有 界 连 续 函 数 ， 则 方程 (2.14) 的 解 存在 . 
命题 2.32 若 方程 (2.16) 的 系数 o, b 连续 且 满 足 线 性 增长 条 件 , 则 方程 (2.16) 的 解 存在 . 


下 面 的 定理 来 自 于 Le Gall [33]( 或 参看 [26, 34, 35]). 
引 理 2.33 Wt p 为 RR 上 的 非 负 连续 增 函 数 ， 满 足 


f p ?(u) du = 十 oo. 
0 十 
若 连续 半 蒜 7 满足 V20 有 
t 
f una dh < to0 as. 
0 


则 工 在 0 点 的 局 部 时 L(Y) = 0. 
定理 2.34 Wb m = 1, 方程 (2.16) 的 系数 o 和 2 有 界 ， 且 满足 
(1) 存在 R, 上 的 连续 增 函 数 p, 满足 p(0) — 0 及 


Í p ?(u) du = +00, 
0 十 











使 Vx,y ER 





lo (z) — olsp(lz — yl), 


(2) 存在 Ry EER% y, 满足 7(0) = 0 及 


f Y (u) du = +00, 
0 二 
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(2.37) 


(2.38) 


(2.39) 


(2.40) 


(2.41) 











使 Vx,yER 民 有 





|b(z) — by) <e — yl), (2.42) 


则 方程 (2.16) 有 唯一 强 解 . 


证 明 . WA, c. b 为 连续 函数 ， 由 推论 2.31, 方程 (2.16) 的 解 存 在 . 下 证 唯一 性 . # X 
TI X' 为 方程 (2.16) 的 两 个 解 ， 令 Y = X — X”, WJ Y AESF, H. Vt>0， 


t t 
S Dvd = f nx XIIe) = e(CDI Tas ds 
0 0 


/N 


t 

f (| X, 一 天)p2([X — X!) ds 
0 

= t< roo. 


由 引 理 2.33, L9(Y) = 0. 由 Tanaka 公式 ， 我 们 有 
村 -区 = f (x, xDd(x,- x) 
0 
" J sen(X, — X!)(o(X,) — o(X!)) aW, 
«f sgn(X, — X/)(b(X,) — b(X')) ds. 
0 


注意 到 由 于 o 有 界 ， 上 式 第 一 项 期 望 为 0, 故 由 Jensen 不 等 式 

















t 
EX,- X] = Ü Füe(x,- X200.) - 0X2) ds 
0 


“E|O(X,) — A(X?) ds 


























Í 
< J z(y(|X, — X1) ds 
J 














< | EX: — X;|) ds. 
由 注 1.42 可 知 
EX Xt) = D. 
这 样 我 们 证 明了 方程 (2.16) 的 解 的 唯一 性 . WERE. 口 


注 2.35 我 们 可 取 


1 
pi(u) = u^, (°>) E 
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0 (ass) 
palu) = 4 (ulog2)2 (0<u<j, 
(8logi)"? (u> ó) 


0 


(u = 0) 
pa(u) (ulog +loglog +)? (0< ux) , 
(8logiloglogi)" ? ^ (u ó) 
以 及 
y(u) = u, 
0 (u = 0) 
"yo(u) ulog = (0 < ux) , 
0log (u> ó) 
0 (u = 0) 
Ts (u) 


ulog=loglog+ (0 <u<ó) , 
0 log £ log log + (u > ó) 
其 中 5 € (0,1) 充分 小 . 


在 此 基础 上 ， 任 佳 刚 - 


张 希 承 [16] 证 明了 如 下 的 定理 : 
定理 2.36 Wb m = 1, 


0 (u = 0) 
p(u) = 4 u(log1)'? (0 < uxó) , (2.43) 
u[(log 3)? — 3(1og 2) 17] + 3ó(log 3) 7 — (u > 6) 


obs € (0, 1/e) 充分 小 . 





y(u) = ug(u) 为 R, 上 的 增 止 函数 ， 其 中 9 为 R 
































- 上 的 非 负 
连续 函数 ， 且 满足 g(u)21 X 
.. g(u) 
al lgu) ` (a 
(2.40) 式 和 (2.42) 式 成 立 ， 则 方程 (2.16) 有 唯一 强 解 . 记 初 值 为 z 的 强 解 为 X(x, -), 
则 X 存在 二 元 连续 修正 X(x, t), 满足 Vi > 0 及 
be ]a]1-g St 
14 1 est 
R > z X(z,-) e C(|0,1]) X 8 Er Holder 连续 函数 ， 且 对 aaw 和 Vt € Ry, X(t) 
R  R i. 
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2.3 ” 解 的 性 质 














引 理 2.37 设 (Q, Z, P) 为 一 概率 空间 ，9 AF INF oT, (Ei e) i= 1,2 为 两 可 测 
ZJ, f AE, x Es 上 的 有 界 (或 非 负 ) 可 测 函 数 . 者 X 为 与 9 独立 的 E. 值 随机 元 ， 

Y 为 9 可 测 Fo 值 随 机 元 ， 则 

E(/(X,Y) g) = E(J(X,u))|=v- (2.45) 


定理 2.38 设 方程 (2.16) 有 唯一 强 解 ， 记 初 值 为 x 的 强 解 为 六 (zx,), 大 系数 o, b 为 连续 
函数 ， 则 


























X(z,T -t,w) = X(X(z,T,w),t, 0,0), (2.46) 
其 中 7 为 BN. BH X(z,:) 为 随机 流 . 
证 明 . 由 推论 2.3, 我 们 有 


T+t Tc 
X(z,T+t,w) = X(z,T,w) «f (X (m, ssi) dws + | b( X (x, s,w)) ds 





zs dead f «xe serai 
0 
+Í b(X(Z,s 十 Tiw)) ds. 
故 X(z, T + su) 为 方程 
Yi(w) = X(z,T,w) + [ o(Y,(w)) d(0,w), + [^ b(Y,(w)) ds (2.47) 
0 0 
的 解 ， 由 方程 (2.16) 的 轨道 唯一 性 知 (2.46) RR. 证 毕 . 口 


定理 2.39 设 方程 (2.16) 有 唯一 强 解 , 记 初 值 为 x RIAA X(2,-), Ao, b 为 连续 函数 ， 
且 X ,他 在 连续 修正 ， 则 X 为 强 Markov 过 程 ， 即 X 为 扩散 过 程 ， 其 无 穷 小 生成 元 为 
L= >` bd; + 5 >` a10;01. 

i=l il=1 


证 明 . 任 取 f 2 R^ 上 的 有 界 (或 非 负 ) 可 测 函数 ， 由 推论 2.3, 引 理 2.37 和 (2.46) XX, 
我 们 有 


E(f(X(z,T +t, w) |F) 

= E(f(X(X(z,T,w), t, 60) E.) 
( 
( 








= BU Ot 89) pete) 
= EGO v)))lyox( noy 


其 中 最 后 一 个 等 式 成 立 是 因为 w Š 0w. VERE. 口 








( 
( 
( 
( 
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用 类 似 于 Yamada-Ogura( 参 看 [6]) 中 的 方法 我 们 可 以 证 明 如 下 的 一 维 随机 微分 方程 
解 的 非 接 触 性 和 强 比较 定理 : 


定理 2.40 ( 非 接触 性 ) Ut p WR, 上 的 连续 增 函 数 ， 满 足 p(0) = 0 及 


1 
u 

a -f du = +00, 2.48 

Wi o+ Pu) c 

















H vt20, z, € R, 


lla (t, x) — olt, y) So(]z — yl). (2.49) 











Bey AR, 上 的 连续 增 函 数 ， 满 足 Y(0) =0 及 


lim ( sup ste f 3 dv/ [ [a ay ud) edi. (2.50) 


H vt20, z, € R, 





[b(t, x) — b(t, y)] & (Ic — yl). (2.51) 


X(é,t) =E+ [ «xe dW, 4- [ b(s,X(£,s))ds ^ as. (2.52) 
以 及 Vt <, 

X(m t) = n + f «ext s)) dW, + [6x00 s))ds as, (2.53) 
其 中 6€ Fo, 


G = sup ft : sup |X(6,3)| < +00, 
s<t 
C2 = sup f: : sup |X (n, s)| < ix] ; 
s«t 
则 由 
Em a.s. 


可 推出 











P( X (6, t) < X(n,t),t < ¢) = 1, 





FAC = G A G. 
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注 2.41 我 们 可 取 
0 (u = 0) 
p(u) = 4 u(log2)1⁄2 (0 <u<ó) , 
d(log =)? (uw > ó) 
以 及 
0 (u = 0) 
y(u)= 4 ulog (0 < usd) , 
ólogg2 (u > 6) 
其 中 ó € (0,1) 充分 小 . 
定理 2.42 ( 强 比较 定理 ) i p 为 R, 上 的 增 函 数 ， 满 足 p(0) = 0 以 及 Ve > 0, 

















1 
f e^ P) dy = +00, (2.54) 
m 
其 中 
1 1 
Biv - f ——— du, 2.59 
0) J, Feo in 
H vt20, z, € R, 
llo (t. x) — o (t,)|| &e(1x — yl). (2.56) 











4 Vt2>0, z € R 





bi (6 x) < bo (t, a. 


AAP EERE BR X (E t) 和 X(n, t) 满足 


XE) =E [ols X6) We f his XE s))ds, (2.57) 
Xam =n f ols, Xa s) awe [os Xal 3) as, (2.58) 
则 由 
PE DK t) t< 0) =1 
可 推出 
和 
其 中 


fessi t "pi AGREE E E too}. 
s<t s<t 
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注 2.43 我 们 可 取 


2.4 ”由 无 穷 个 Brown 运动 驱动 的 倒 向 随机 微分 方程 


沿用 1.4 节 和 2.1 节 中 的 记号 ， 其 中 














£2((0,T],R") = {b:[0,T]x Q — R"| b 为 可 测 适 应 R” 值 过 程 


T 
af B|b,|2ds < +oo}, 
0 
lo : [0,T] x Q R” e | o 3y[ WSB R” e P 值 过 程 
T 
af E\los||? ds < +oo}. 
0 














CGT’ er) = 














ASS FTAs HAP R” 值 闪 线性 倒 向 随机 微分 方程 : 





T T 
Rp J (o (s, Xs) + Y.) AW, + J b(s, Xs, Y.) ds, (2.59) 
t t 


其 中 W = (WE We ee (W?,j = 1,2,-- =} 为 完备 概率 空间 (Q, F; P) 上 的 无 穷 个 相互 
独立 的 实 值 Brown 3823], F, AW 生成 的 完备 自然 o RE, T>0, HA 














(C1") Xr : Q > R”, 满足 Xr € Fr/B(R™), H E (|Xr|?) < +00. 


(C2") o : (0, T] x Q x R” — 
H vt € [0, T], olt,.,):Q x) 

















Rm @ P, WEE o € B((0,T]) x F x B(R")/B(R" & 0), 
R” > R” &I? 4 Z, x B(R")/B(R" c1?) 可 测 . 
































(C3) b : (0, T] x Ox R” x Rm &/? — R”, XÆ b € B([0, T]) x F x B(R") x B(R" & 
P)/B(Rm), H vt € [0, T], 6(t,,-,-) : Q x R” x R” @ 2 5 R” Jj Z, x B(R") x B(R" @ 
P)/B(R") 可 测 . 





























kk 2.44 方程 (2.59) 有 解 是 指 X,Y) e L?([0, T], R™) x L?([0, T], R” & P) 满足 方程 
(2.59). 方程 (2.59) 的 解 唯一 是 指 春 (X,Y) 和 (X”, Y”) 均 为 方程 (2.59) 的 解 ， 则 


T T 
f E| X, — X'!|2 ds < +00, Í E||Y, — Yl ds < +co. 
0 0 


由 定理 1.47 及 注 1.49, 我 们 有 如 下 定理 : 
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定理 2.45 Wt 和 为 非 负 函 数 ， 且 满足 f] A(s)ds < +00, pi 和 pz X R, ENR, W 
Æ pi(0) = p2(0) = 0 E. 


人 EVEN sn du = 十 co. (2.60) 


# o(t,w,0) € £?([0, T], R^ @12), b(t, w, 0,0) e £?([0, T], Rm), B. vt € [0, T], X, X' € R”, 
Y Y e Rm @ 2, # 


















































lot, X) —o(t, X)|] < VAt)n(|X — X']) as. (2.61) 
blt, X, Y) — b(t, XY) < VAX — X') + C||Y — Y'| a.s., (2.62) 

则 方程 (2.59) 的 解 存 在 唯一 . 

注 2.46 4 (2.60) 式 成 立 ， 则 
f pi (u) du = f pz (u)du = +00. (2.63) 

o+ o+ 

注 2.47 在 定理 2.45 的 条 件 下 , 取 X' = 0 AR Y' = 0, Nvt € [0, T], X € R”, Y € RQP, 
lot, XI < lot, N+ VAC (X|) as. (2.64) 
bt, X,Y)| < |b(¢,0,0)| + vate (|X|) + C]Y|| a.s.. (2.65) 


由 引 理 2.27, 存在 À WAR ORAL, BIE f X(s) ds < +00, 使 


lot, < lJo(&0)|+ VND (I+IXI) a.s., (2.66) 
lb(t, X,Y)| < |d(t,0,0)} + A) (1+ |X|) +C||Y||_a.s.. (2.67) 


由 引 理 1.41, 4 4(u) = lu?) + p3(u2), G(t,u) = 2d(t)7(u), H(t,u) = 3G(t,u) + 
2E||o(t, 0)||? + 3E|b(z,0,0)|2 或 10À(£)(1 + u) + 2Eljo(t, 0) ||? + 3E|b(t, 0, 0)|?, WJ y, G, H 
满足 注 1.48 中 的 条 件 . 


















































59 


3 ” 双 参 数 随机 微分 方程 


3.1 ” 双 参 数 随机 分 析 简 介 


以 下 内 容 可 参看 Cairoli-Walsh [36]. 











Wee), Z =(s',7) € RÈ = [0,00) x [0, co). Æ s<s' H tst, dy ess, Æ 
s«s B t <t, IEA z< Z, Æ s<s' H tt, MES zaz, #r s < s' R. t > t, W 
WA z AZ. @ z@z = (sU), cA = (SAS tA K z VZ = (sVs, tvt), WS 
z AZ, RIE z827 = z AZ. # z < Z, RIS (z,Z) = (£ € R2 : z < £ < z), [z, Z), 
(z, z/] 和 [22 可 做 类 似 定义 ，Yz e R?, iZ R: = [0,2] = RIN R2, H+ R} = [0,5] x R+, 
R? = R; x [0,4]. # f AAR, SIR AB, 定义 f EEE (z, 7] 上 的 增 量 为 f((z, 2’]) = 
f(z)- f(z @ z) — f(z @ z) + f (e). 


S (0,F,P) 为 某 完 备 概率 空间 ， (F) 为 F WF o 代数 族 ， WE: 
(F1) d z<z, WJ F, c Z, 

(F2) 万 包含 Z 中 的 所 有 零 测 集 ， 

(F3) Yz, F; = Fa = N Fo B F- = V Fa), 


z«z! z'«z 


(F4) Vz, Fi = V Fu = V Free RFF = V Z= V Foe: 关于 ;条件 独 
t>0 zeR2 s'z0 z'cR2 
X (t F, N Fi = F), 
此 时 我 们 称 Fo 满足 通常 条 件 . 


VA CR), S F(A) = V Z, J| F, = Z(R.), F1 = F(R), 72 = F2). 
zcA 





















































定义 31:00 Ri # Vz € R}, (r<) € Z,, WPR T 为 关于 Z, 的 停 时 . 











RZ = {A € Fa: An (r<z) e Z, Vz € R2), F,- = o(FoU (Z, {7 > z))) = 
Ol TI TT 


定义 3.2 (X, :z € R2), Æ Vz € R2, X, e Z, WIR X 为 双 参 数 随机 过 程 . 若 Vz c R2, 
X, € Fa, WPK X 为 双 参 数 适应 过 程 . F (z,w) 5 X(w) X BRI) x Z 可 测 ， Pk X 为 
双人 参数 可 测 过 程 . dp Vz € R2,B € B, {(z,w) : Xe(w) € B,E<z} € B(R2) x £,, WE X 
为 双 参 数 循序 可 测 过 程 . # Vz € RY, X. 可 积 , 则 称 X 为 双 参 数 可 积 过 程 . dp Vz € OR, 
X, = 0 a.s., 则 称 X 为 双 参 数 零 初 值 过 程 . 四 参数 随机 过 程 (óc : 6n € RT, HOW 
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B(R4) x B(R4) x 天 可 测 ， 则 称 o 为 四 参数 可 测 过 程 . A VE, n € RY, den) € Fevn, 则 称 
9 为 四 参数 适应 过 程 . 














id P = o(X, X 为 双 参 数 连续 适应 过 程 ), O = o(X, X 为 双 参 数 右 连 左 极 过 程 ). 
定义 3.3 I X, Y 为 双 参 数 随 机 过 程 , 4X SY 的 有 限 维 分 布 相同 ， 则 称 X £ Y 同 分 
di, Wy X EY. # Vz eR, X, = Y, as, 则 称 X SY 互 为 修正 ， 记 为 X Š Y. AM 
a.a. w, Vz € R2, X, = Y,, WK X SY CEH, WA X=Y. 
命题 3.4 设 H 为 一 实 可 分 Hilbert 空间 ， 则 存在 概率 空间 (Q, Z. P) 及 其 上 Gauss 过 程 
{Wn : h € HY, fi h — Wy, 为 线性 , H E(W,) = 0, E(W,W,) = (h, g). 此 时 称 (Q, F, P, H) 
为 Gauss 概率 空间 . 
命题 3.5 Ut (X,5, u) 为 可 分 o 有 限 测度 空间 , 则 H = LX, S, u) 为 可 分 Hilbert 空间 . 
VA € S, i u(A) < +00, i W(A) = Wn, W W(A) 服从 Gauss 分 布 N(0,n(4)), 且 
E(W(A)W(B)) = u(An B). 此 时 称 W X (X, S) 上 的 强度 为 4 的 Gauss 随机 测度 , 且 满 
1 


n= 

































































nel 














BR, W, = f,hW(dt). Æ (X,S) = (Ry, B(R,)), u Jy Lebesgue WE, $ 
W, = W((0,¢]), 则 W, Jy Brown 运动 . Æ (X, S) = (R2, B(R2)), u 为 二 维 Lebesgue jill] 
度 ， 令 W; EE W(R), 则 W, 为 Brown 单 . 
定义 3.6 # Y OM (R2,B(R2)) 上 强度 测度 为 A 的 Poisson 随机 测度 ， 称 Y. = Y(R.) 
为 Poisson 单 . 设 Vz € ƏR2, Y, = 0 a.s., M Y 为 双 参 数 零 初 值 右 连 续 过 程 ， 且 A, = 
A(R,)=E(T,). V Vz € R2, A, < +00,  N = T — A. 
定义 3.7 双 参 数 可 积 适 应 过 程 M, Æ Vz < z, A E(M, |Z) = M, 则 称 M JJ ZE BR. 
定义 3.8 双人 参数 可 积 适 应 过 程 M, 

(1) Æ Vz < Z, E(M((z, 2’])|F.) = 0, 则 称 M 为 双 参 数 弱 款 . 

(2) # Vils) € Rp, (M, : z = (s,0) 为 关于 72072) MB, RR M 为 双 参 数 1(2)- 
ah. 

(3) # M 为 双 参 数 零 初 值 过程 ， 且 Vz < z, E(M((z, |F} v X2) = 0, WK M 为 
AZE S BR. 






















































































显然 ，M 为 双 参 数 1(2)- PEMF Vz < Z, E(M(G 2172) = 0 (E(M((z, z)72) = 
0), 且 Mio) 为 关于 Flo BE (Mon 为 关于 72,4 HBO). M 为 双 参 数 弱 软 等 价 于 
M = M! + M2, 其 中 M: 为 双 参数 工 蒜 ，; = 1,2. 双 参 数 强 蒜 为 双 参 数 款 ， 双 参数 款 竺 
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价 于 它 既 为 双 参 数 1- BRC AWB 2- BR, WB 1(2)- RANSK. Brown 单 W 
为 双 参 数 连续 平方 可 积 强 默 ， N 为 双人 参数 右 连 续 平方 可 积 强 园 . 

定义 3.9 双人 参数 零 初 值 右 连续 适应 过 程 B, EXER RCR}, B(R)20, 则 称 B 为 
双 参 数 增 过 程 . A D 为 两 个 双 参 数 增 过 程 之 差 ， 则 称 B 为 双 参 数 有 限 变 差 过 程 . 














后 面 我 们 将 用 到 下 面 一 些 记号 : 

V 表示 双 参 数 有 限 变 差 过 程 ， 

Y* 表示 双 参 数 增 过 程 ， 

V. — (B: B € V, Bie}, 

Vt (B: B e yt, Beg), 

M? 表示 双 参 数 右 连 续 p 次 可 积 蒜 全 体 ， 
M? = (M : M € MP, M 连 续 }， 


M? = (M : M € MP, MAW BGR, 














LP = (b: RÈ} x Q 5 R| 5 为 双 参 数 可 测 适应 过 程 ,Vz, f, Ebel? d£ < +00}, 


























Lh. = (b: R} x Qe R| 为 双 参 数 可 测 适应 过 程 ,Vz, f, bel? dE < +oo a.s.}. 
定理 3.10 (1) ( 极 大 值 不 等 式 ) KA>0, 4 M € Mt, l 





> 














p (sup Mana) <— (1 + sup E(|M,| logt IM) l (3.1) 
Ë cC z 


(2) (Doob 不 等 式 ) iZ p > 1, # M € MP, WI 

















, 1 1 
E (sw icr) <q” sup E (|M,|?), 二 十 二 三 二. (9.2) 
z z p q 


VM € C, 存在 可 料 双 参数 增 过 程 (M), 满足 M? — (M) ADXUEPECS BR, PK (M) 为 
双 参 数 可 料 平方 变 差 过 程 . vM,N € M?, 记 (M,N) = š((M + N) — (M) - (N)), W 
(M,N) 为 可 料 双 参 数 有 限 变 差 过 程 ， 且 满足 MN — (M, N) IRAH R, Pr (M. N) 
为 双人 参数 可 料 交互 变 差 过 程 . VM € M, 存在 Fi- 可 料 增 过 程 [M], 满足 M? 一 [M]: 为 
双 参 数 i P. VM,N e M2, 记 [M, NJ: = (EM + NT — [M] — ENT); RI (M, NJ: Ow 
Fi- 可 料 有 限 变 差 过 程 ， 且 满足 MN 一 [M, N} 为 双 参 数 i- 9h, ¿= 1,2. 

显然 ,对 Brown š W 有 (W), = [W] = [W]; = st. X} N AN), = Az. 


PEMA BCE FY FR BRAY Burkholder-Davis-Gundy 不 等 式 : 
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命题 3.11 (B&F Chevalier [37], Burkholder-Davis-Gundy 不 等 式 ) Æ p > 1, M € MP, 
则 存在 常数 Cp, C, > 0, 使 得 Vz € R2, 








C,E(M)?<E (sup vel") <C,E(M) 
E<z 























X NIS 








(3.3) 


























设 M € M?, BAR, x RL xQ 上 的 可 料 o 代数 , in "P A R2 x Q EXT Z; 88 
可 料 o 代数 ，i = 1,2. Hid 


£M) = fo RÈ x Qo Rlo € P/B(R), Vz,E (f l'an) < +oo}, 
iM) = fo SR? x Qo Rl € 'PJB(R), Yz, E (f le atn) < +oo}, 




































































n, 
= 
5 
|l 
一 一 
° 




















Vv 











?xRixQo ` ó e gui R), Vz, 
Uf. Trex leenl a[M]2 appa) < +00} 


我 们 给 出 以 下 双 参 数 随机 积分 的 一 些 性 质 
命题 3.12 (1) # c € (M), WJ X, = f, odM; € M? (Æ M e M2(M?2), MJ X € 


人 4z( 人 3)), 且 满 足 
z (f lat. vz € RÈ, (3.4) 


(X), = ] ean. Yz € RÈ. (3.5) 

















(| 和 >) 



































(2) Æ M € A42, o €'L7(M), W| X, = = fr c; dMe 为 关于 s(t) 右 连 续 的 双人 参数 i- h 
GEM 连续 则 X 关于 s(t) 连续 ), 且 满 足 


(内 = E(f eami), — vent, (3.6) 


[X]: = [ ez aont Vz € Rš, (3.7) 


























i= 1,2. 


(3) # M € Mi, ó € C(MM), W X, = Jf... n, $ 4M; dM, € M? (# M 连续 
WW X 连续 ), HIE (X, M), = 0, 以 及 


BI = «(If : lee dl a ) Vz € R2, (3.8) 


Go, = f[ les dMEdM, ve RY. (39) 
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注 3.13 Æ M = W, W COW) 的 定义 中 可 只 要 求 o 为 双 参 数 可 测 适 应 过 程 ，"L*(W) 的 
定义 中 可 只 要 求 o 为 双 参 数 可 测 F- 适应 过 程 ，i = 1,2, C(WW) 的 定义 中 可 只 要 求 o 
为 四 参数 可 测 适 应 过 程 . 

定理 3.14 (随机 Fubini 定理 ) 设 M € Ms, R. [M] 和 [M]? 为 非 随 机 的 ，% € C(MM), 

则 óc.) 为 双 参 数 FE- 可 料 过 程 ， d[M]'a.e. n, E( fr, |ó ^ a[M]2) < +00. 此 外 ， 
RUTA LH Fi- 可 料 过 程 1(m) = fp. ó d Me, 使 得 对 d[M]'a.e. n, 有 


(vara) GU lP ml? dM kami). (3.10) 
J e i= jf (en) dM; dM,,. (3.11) 


定理 3.15 (可 料 表示 性 定理 ) 设 Z, = oíW., £ <z), M € MC, MEE o € C(W), o € 
£* (WW), 使 Vz c R2, 






































以 及 


M, = Mo 十 / Og dW; + i Q(£,n) dW; dW,,. (3.12) 
Rz Ra X Rz 
定理 3.16 (人 参看 Liang [22], Itô 公式 ) 设 


X; = Xo+ f s qM + f be d. Ae, (3:13) 
Rz Rz 


其 中 

(1) Xo € Fo/B(R), 

(2) M e vn M?, 且 为 双 参 数 零 初 值 过 程 ， (M) = [M]! = |M), 
(3) A € V, 且 为 双 参 数 零 初 值 过 程 ， 

(4) o € C'(M), 

(5) b 为 双 参 数 循序 可 测 过 程 ， 且 Yz, fr, Elbe| d| A|; < +00, 

# F €C*(R), W FO) 为 双 参 数 半 蒜 ， 且 满足 





























P(X,) = FQ) + f. Fdo dMe | F'(X¢)be dAg 
1 
+5 [ Colo an, 
Rz 


+ 1 Trean F” (Xevn)oeon d Me dM, 
RzxRz 
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JJ Tean} F” (Xevn)beby dAe dA, 
Rs x Rs 
ki J | Ten} F" (Xevn) Onde dAe M, 
Rs x Rs 
Ë n Lteam” (Xevn)oebn dMe dAn 
Rs x Rs 
1 
732 JJ ñ Lean F" (Xevs)os|ocl? (M), dM, 
Ry 
1 
73 Jl. " Leam E” (Xevn)oelon|” dMe dM), 
z X Luz 
“2 JI. R Lean E” (Xevn)bnloel d(M), dA, 
z X uz 
= JJ. R Tean F" (Xevn)belonl” dAe d( M), 
z X uz 


fe f l. __ Tena P (Xevn) lodos (AD, 4A, 
z X Luz 





4 
is (3.14) 

定义 3.17 (参看 Liang [22]) RBA RY 上 的 函数 ， 

(1) Æ Vz,z € R", A € [0,1], # B(Az + (1 — À)z) 2 (X)AB(2) + (1 — A) B(z^), 则 称 
B HE (th) KZ. 

(2) Æ Vz,z/ € RY, z«2^, A B(z)<B(z’), 则 称 B 为 在 序 意义 下 的 增 函 数 . 

(3) 大 对 任意 矩形 R C R3, A f(R)20, 则 称 B 为 在 测度 意义 下 的 增 函 数 ， 简 称 B 
引 理 3.18 (参看 Liu [24], Gronwall-Bellman 引 理 ) iz g, h, 入 为 R? 上 的 非 负 函数 ，B 
为 Ri 上 的 连续 增 函 数 ， 满 足 Vz € OR), 有 B(z) =0. # Vz € Ri, 


















































steh / X(£)g(£) dB(£), 


Rz 


则 g(z)<h*(z) exp (fp, AE) AB(E)), e A(z) = sup A(O). 


<z 
引 理 3.19 (1)( 参 看 Liang [22]) 设 G 与 G' 分 别 为 民 ; 与 RÈ BAERE 3C FISHER 
数 ， 满 足 G(0) = 0, G’(0,0,0) =0 以 及 


1 
J, GU) + Guugu) + pg 


# RY 上 的 非 负 函 数 Z 满足 Vz € Ri, 
































Z.< J G(Z;) dé + / | G" (Ze, Zn, Zevn) dé dn, 
Rs zXRz 
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则 2 三 0. 
(2)( 参 看 Liu [24]) 设 G(z,u) = A(z)y(u), 其 中 À 为 双 参 数 非 负 局 部 可 积 





函数 ， 7 为 














Ry 上 的 连续 增 函 数 ， 满 足 Y(0) = 0, 以 及 


1 
E —— du = +00. 
o+ Y(u) 


eR, 


(3.16) 





= 0. # Ri 上 的 非 负 函数 Z 满足 























Zk f G(E, Ze) dB(E), 
Rz 
W Z = 0. 


3.2 ”关于 无 穷 个 Brown 单 的 随机 积分 





,P) 上 的 无 穷 个 相互 独立 的 实 值 Brown 











4 (W?,j = 1,2,---} 为 某 概率 空间 (Q, 
M, W = (W1,W2,...). 
为 了 说 明 W 的 存在 性 ， 我 们 可 以 构造 概率 空间 (Q, F, P; Z) 如 下 : 
wo = 0), u” 表示 Wy 上 的 双 参 数 Wiener 
FE, HEWN: 





设 W” = C(R2, R”), Wr = {w € W” : 
WBE. 注意 到 90" 和 Wir 均 为 可 分 Fréchet 2 


w| = 277 | max|w,| ^1], 
Il Yon (parlasi) 


I % J Polish 空间 ， 其 度量 为 : 











iW we = J| W E N= Wr = 


j=l 
=> 2 (Ii "| ^1). 
j=l 
4 P= p° = J| p’, B.Q") = (we £x, € W") WH BOW") = B, (2). B. (209), 
9) 和 BWE) 可 做 类 似 定 义 ， 并 将 BWE) 完备 化 成 
s 间 的 投影 如 下 : 














B (997), B. (299), B(90°°), BMW 
F, 将 B. (9777) 通常 化 成 Fe. 定义 从 WE 到 第 j RS 


W? : W?(w) =w € Wo, 





) 上 的 无 穷 个 相互 独立 的 实 值 Brown 8. 











则 {W1 j = 1,22 } 为 (F; Eua 
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沿用 2.1 市 第 39 页 中 的 记号 ， 其 中 m = 1, 类 似 地 ， 记 


£ 


loc 














(W) = {x Om w|x € F/B(8m),vz, E (sup Xe”) < +o}, 


ç<z 





Cw) = le:gixao? 








c 为 双 参 数 可 测 适应 C. 值 过 程 ， 
vs f |o; |? dé < +o). 
Rz 




















我 们 有 如 下 命题 : 
命题 3.20 # o € C(W), M| M, = f, e; We e M2 n M, 且 满 足 














Bux. -E(f lera), — Ye ERE 


(3.17) 


注 3.21 同 有 限 维 空间 一 样 ， 我 们 可 以 假设 双 参 数 可 测 适应 DP 值 过 程 c € CV) 满足 


c € P/B(I’). 
命题 3.22 设 W = (W',W?,---) 为 无 穷 个 相互 独立 的 Brown 单 ，o € C"(W), W 
Sp, ce We 的 双 参 数 可 料 平方 变 差 过 程 为 














(M).= f lol? ag, (z € R3). 


om 上 (oe, ae) d£, (z € R2). 


命题 3.20 和 命题 3.22 的 证 明 : REH (3.18) XX. + 
m=5 f (awi, 
jai Y Re 
WE (01,02,:::,05) € C(W), B M" € M? n M, 其 双 参 数 可 料 平方 变 差 过 程 为 
(ny, =» | tat. 
jai Rz 


由 Burkholder-Davis-Gundy 不 等 式 (命题 3.11) 可 得 


E (spe 一 wey) «C > 


ese j=m+1 














/ E(c;); dé — 0, (m >m,m,n — oo). 
Rz 


故 














E (swor — MQ) — 0, (n — oo), 


ç <t 
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M, = 


(3.18) 


(3.19) 


M € M?, R. vz € R?, 


因而 
M}. = Ge||? d£. 
(M), J! ell” dg 


此 外 ， Vz < z, 我 们 有 


lim E(E(M”((z, 2'1) — M((z, z')| 41 v FAP = 0. 


n— oo 





由 于 E(M"((z, z.]) F1 v Z2) = 0, 因此 














由 上 命题 立 得 
推论 3.23 在 命题 3.22 的 条 件 下 ， 
(1) 车 可 测 适 应 过 程 f 满足 flol? e CL. 则 Vz € R2, 
f fed(M), = f felloe||? d£. (3.20) 
Rz Rz 
(2) 若 可 测 适应 过 程 了 满足 fo € L? (W), WJ Vz € R5, 
J fe d Me 一 J feo dWe. (3.21) 
R; R; 


E(M((z, 2 |F; V Fz) = 0 














由 命题 3.22 和 推论 3.23, 我 们 可 以 对 由 无 穷 个 Brown 单 驱 动 的 随机 积分 自由 地 运用 
有 限 维 的 It6 公式 ， Tanaka 公式 以 及 Burkholder-Davis-Gundy 不 等 式 . 


3.3 ” 双 参 数 带 跳 随 机 微分 方程 














& D = DO. R), 5,09) = o(X.,£<z, X € D), BD) = B.<(@), g, = Z, x BD) 


以 及 











gp 


loc 
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(9) = ix : Q 一 |x € F/B(D),Vz,E (sw xn) « too}. 
ç<z 


考虑 如 下 的 双 参 数 非 Markov 型 带 跳 随 机 微分 方程 : 
X, = X X) dW, b(£, X)d 
o+ | 06X) e+ [ ve x) ae 


+f EXA f PEX) ANa (3.22) 














其 中 W = (W!,W2,...), (W3,j = 1,2,.… 上]} 为 某 完 备 带 流 的 概率 空间 (Q, F, P; F) 上 的 
无 穷 个 相互 独立 的 实 值 Brown 单 ， 且 有 


(D1) Xo: Q > R, WE Xo € Fo/B(R), 且 存在 p>2, 使 E(|Xol?) < +00. 











(D2) o : RÈ x Q x D > P, WE o € B(R2) x Z x B(D)/B(I), H. Vz € RẸ, 
olz): Q x D Ë H g,/B(I2) AM. 
























































(D3) b: RÈ x Q x D+ R, HR b € B(R2) x Z x B(D)/B(R), H. Yz € RÈ, 
b(z,.:): Q x D i> R 2J g,/B(R) AW. 

















(D4) a: RÈ x Q x D — R, 满足 o 为 定义 在 Q x D 上 关于 g, 的 双 参 数 可 料 过 程 
(D5) 8 : RÈ x Q x D — R, 满足 为 定义 在 Q x D 上 关于 g, 的 双 参 数 可 料 过 程 . 
我 们 来 证 明 本 节 的 主要 定理 


定理 3.24 X 



































(1) 存在 函数 H(z u) : R2. x R}  R, 满足 : 


(la) H(z,u) 对 固定 的 u € R. 关于 > 对 dB, 局 部 可 积 ， 对 固定 的 > E R: 关于 u 


(1b) Yz € R2, X € & (9) 有 


loc 



















































































E (lle (z, X)||?) + E (Ib(z, X)|?) + Elat, X)IP) + E(|6(z, X)|”) 


< H (2E (sup ix "p 
< 


IRE 























(1c) VK > 0 及 初 值 (z € 0R4 时 的 信 )uo>5?-! 开 (|Xoj?), 方程 
du = KH(z,u) dB, 
有 全 局 解 
(2) 存在 函数 G(z, u) : R} x R, o R, WE: 


(2a) G(z, u) 对 固定 的 4 € Ry RF z 对 dB, 局 部 可 积 ， 对 固定 的 > € R: 关于 为 
连续 增 函 数 ， 且 G(z,0) = 0, 
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(2b) Yz € R2, X, Y € £5.(9) 有 























E (llo(z, X) — a(z, YI) + E (Ib(z, X) — b(z, Y )P) 
+E (lo(z, X) — a(z, Y )P) + E([8(z, X) — Blz, Y)|P) 


< G (: E (sup Xe 一 x") : 
Cz 


(2c) VK > 0, # Ry, 上 的 非 负 函 数 Z 满足 Vz c RY, 






























































Z,«K | G(E, Ze) dBe, 
Rz 


可 得 Z = 0. 


则 方程 (3.22) 的 解 存在 且 满 足 轨道 唯一 性 . 


证 明 . 考虑 如 下 的 逐次 通 近 :; 


x? = Xo, 
X? = — (E, X"- Qi s (€, X"-1) d£ (3.23) 
+ fs, WE, X") ddet fp BEX") dNg, — n EN. 


注意 到 X? = Xo € Lh. (D), 我 们 首先 证 明 Vn e N, X" e £r (O). 固定 2 = (S, T) > 0, 
考虑 z<Z. Xt n EN X © L2(D), H (1a) (1b), Holder 不 等 式 ， Burkholder- 
Davis-Gundy 不 等 式 ， 我 们 有 


E(sup|Xë)) 
[z 


5P—'E (| Xol”) «soy oni f Elo (6, X") dé 
Rz 

















人 

















4577 (sry | Elb(E, X”) P de 4-57 (Az! J Ela(é, X") dig 
Rz R; 














moup / z|ó(E, X")? dA 
Rz 


人 





PTH (LXI?) +5? (C,(ST)E + (STP! + (Az)?! + Co(Az)s!) 
J H (6E (spx D) 4B, 
R- ¿<€ 
FEX + f. H (es (s ip] ) an, 
ç <€ 


HH K = 57 (G,(ST)š-1 + (ST)! + (Az)? + G,(Az)2 1). 由 (1c), 存在 w 满足 






































uu +k f H(é, ue) dBe, 
R; 
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其 中 uo>5P-1E (|Xol*). HERES E (ap = E (|Xo}P) <un, 由 归纳 法 可 知 ， 若 

















E (sup Begs P) <u., WI 


c< 











E (sup xt) 
Cz 
Rz 
= Wy. (3.24) 





/N 














而 且 由 于 o (, X 71) 为 双 参 数 可 测 适应 PAL, 0, X"-1) e P/B(R), 再 次 用 (1a) 和 
(1b) 可 得 


E|o(£, X"-!)] dé 
Rz 














< ( f | Sete, XP a ) ier 


Í H (e E (six) a) (ST) 
R; ç <ç 


2 


( 
= (f xo an). (ST) F < +oo, 


















































以 及 
L BIE XDP aA. 

< (f moe x pan] "ay 

< (fs (er (sao) on 

< (f. H(£,uz) ux)' (Az)? « oo, 
l 

o(-, X") e LAW), 

以 及 


Bix?) € LN), 
由 命题 3.20 和 命题 3.12 可 知 X" 有 定义 , AXE £5.(9). 
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另 一 方面 ， 同 理 我 们 有 


E | sup |X — X? |? 
pun 


POSTET f Elle(£, X") — o(€, XP dé 
Rz 




















人 











+4P HST) I Elb(s, X” 1)— b(s, X" 1)|P dé 
R; 





sar (ary Í Bale, X7) — a(6 X" UP dy 
Rz 


Ta Tla l. E|8(£, X7!) — B(E, XDP dA 

















人 


47 (c.c) + (ST)! (Az + O, (A2)5 71) 


J G (s E (sup xe 一 xe) dB; 
Rz ç <€ 


K jJ G (c E (sup e= xe) dB;. 
Rz C<E 























人 





> 














Z. = lim E (sup XP - xer) ; 
¿< 
H (3.24) X, (2a) 和 Fatou 引 理 易 得 


Z<k | G(E, Ze) dBe. 
Rz 





lim E (sup [Xe = xe) = Ü. (3.25) 
CX 

我 们 用 Dz 表示 从 [0, Z] 到 R 的 右 连 左 极 映射 全 体 ， VX € Dz, 定义 

IX||p; = sup [X], 
z<Z 


W (Dz, ||- loz) 为 Banach 空间 ， 故 Cr(Q, Dz) 也 为 Banach 空间 ， 又 (3.25) 式 说 明 
LX", n € N} Jy LQ, Dz) 中 的 Cauchy 列 ， 故 其 极限 过 程 存在 ， 设 为 X. H X" 的 右 连 
左 极 性 可 知 Z 为 一 双 参 数 右 连 左 极 半 著 . 在 (3.23) HPS n — oo, St LQ, Dz) 中 的 极 
限 ， 易 证 Vz<Z, X 满足 方程 (3.22), 即 我 们 已 证 明 方 程 (3.22) 的 解 的 存在 性 . 


Æ X FX! HHE (3.22) 的 两 个 解 ， 同 上 可 得 vz<Z, 有 
E (sw [Xe 一 xP) <K f G (es (sup [Xe — xar) ) dB;, 
¿< Rz CSE 
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E (sup |Xc 一 xi) = 0, 
Cz 

这 样 我 们 证 明了 方程 (3.22) 的 解 的 唯一 性 . 显然 ，X < LoD), EL AE 

E (sw XP] <uz. 证 毕 . 口 
Cx 














注 3.25 设 G(z,u) = A(z)y(u), 其 中 A 为 双 参 数 非 负 局 部 可 积 函 数 ， y : 了 + Ry 为 连 


AMEK, 满足 (0) =0 且 f du = os B A WE ve € ORL, HA. = 0 M G 
0+ 

2 
满足 引 理 3.19(2) 中 的 条 件 ， 若 再 设 y(u) 或 YU 为 四 函数 ， was 8 为 非 随机 的 ， 注 
JL Vz > 0, X,Y € 9,78 |o (z, 0 |b(z,0)|, la(z,0)|, |8(z,0)| € £?,,(R2, dB-), H 


loc 





lolz, X) — a(z, YN + |b(z, X) — b(z, Y)|? + |o(z, X) — a(z, Y)? 
8.3) = Ble YPS (sup - Wa), (3.26) 
则 c, b, a, 满足 定理 3.24 中 的 (1a)-(1c) 和 (2a)-(2c), 其 中 


H(z,u) = 27 (ec u) + |e(z,0)|” + [b(z, OP + |o(z,0)” + |6(z, or) . 


故我 们 的 结果 为 Liu( 参 看 [24]) 的 结果 的 推广 . 


3.4 ”由 无 穷 个 Brown 单 驱动 的 随机 微分 方程 


未 节 将 证 明 第 2 章 的 结果 推广 到 双 参 数 的 情形 仍然 成 立 . 
考虑 如 下 双人 参数 非 Markov 型 随机 微分 方程 : 

X;= | X) dW, b(£, X) d£, 3.27 

rtf ot ctf n ) dé (3.27) 


其 中 W = (W1,W2,---), (Wi, j= 1,2,...) 为 某 完 备 带 流 的 概率 空间 (Q. F, P: Fa) 上 的 
无 穷 个 相互 独立 的 实 值 Brown E. HÆ 


(El) z ER. 




















(E2) o : R2 x WH P, HE o € B(R2) x B(%0)/B(1F), EB. Vz € R2, o(z,:) : W 5 P 
为 5, (20)/B(P) 可 测 . 


(E3)5:R? x We R, 满足 De B(R2) x B(QW)/B(R), E. Vz € R2, b(z,-) : 205 R 
为 B,(20)/B(R) 可 测 . 


下 面 我 们 仿照 有 限 维 的 情形 定义 弱 解 ， 强 解 ， 唯 一 强 解 等 概念 . 
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定义 3.26 知 存 在 完备 带 流 的 概率 空间 (Q, F, P; F) 及 其 上 的 无 穷 个 相互 独立 的 Brown 
HW = (W',W?,.--) 和 连续 适应 过 程 X, 满足 
(1)Vz € 





R? , o(z, X) € C(W),b(z, X) € £ 


1 
loc? 











(2)Vz € R2, Jrf (3.27) as. 成 立 ， 


则 称 CX, W) 为 方程 (3.27) 的 初 值 为 x 的 (99) 解 . 





定义 3.27 (1) 只 要 (X, W), (X, W) 为 方程 (3.27) 具有 相同 初 值 的 解 (不 一 定 定 义 在 同 
一 概率 空间 上 ), X 和 X" 就 在 上 具有 相同 的 分 布 ， 则 称 方程 (3.27) 的 解 具有 分 布 唯 
一 性 . 








(2) 只 要 (X, W), (X”,W') 为 方程 (3.27) 定义 在 同一 概率 空间 上 具有 相同 初 值 的 解 ， 
X AX 就 无 区 别 ， 则 称 方程 (3.27) 的 解 具 有 轨道 唯一 性 . 


定义 3.28 若 存在 函数 下 :及 x WE os W, 满足 

















(1)@ € E(R x WE), 即 对 任何 











R 上 的 Borel 概率 测度 v, 


© € B(R) x BODE)” /B(%W), 





(2)Yz € R, z € 











R2, D(x, -) : WE — 2034 BDF /B.(W) 可 测 ， 
且 使 得 方程 (3.27) 的 解 (X, W) 满足 
X = @(X,, W) 
则 称 (X, W) 为 方程 (3.27) 的 强 解 . 
定义 3.29 若 存 在 上 述 函 数 Ob, 满足 
(1)Vz € 


a.s., 














R 及 某 完 备 带 流 的 概率 空间 (Q, F, P572) 上 的 无 穷 个 相互 独立 的 Brown 单 
W = (W*,W?,...), X = 9(z, W) 为 方程 (3.27) 在 (Q, F, P) 上 的 初 值 为 x 的 解 ， 

(2) 对 方程 (3.27) 的 任 一 个 解 (X, W), £ X = (Xo, W) a.s., 
则 称 方程 (3.27) 有 唯一 强 解 . 


显然 ， 知 方程 (3.27) 有 唯一 强 解 ， 则 其 解 具 有 轨道 唯一 性 和 分 布 唯一 性 . 





F 面 的 定理 是 有 限 维 情况 (参看 Yeh [20]) 的 推广 ， 证明 类 似 于 定理 2.19. 
定理 3.30 方程 (3.27) 有 唯一 强 解 等 价 于 它 存 在 一 个 弱 解 且 其 解 具 有 轨道 唯一 性 . 
推论 3.31 方程 (3.27) 的 解 具 有 轨道 唯一 性 则 也 具有 分 布 唯一 性 . 


由 定理 3.24 及 注 3.25, 我 们 有 如 下 定理 : 
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定理 3.32 Db A 为 双人 参数 非 负 局 部 可 积 函 数 ，pl 和 po 为 及 + 上 的 增 止 函数 ,满足 p1(0) = 
p2(0) = 0 R. 3p22, 使 








| ae (3.28) 
a ere 
o+ Pile) + p(w) 
Æ |o (2,0)]| I |b(z,0)| € LR, H Vz € R2, X,Y € W, A 
le(s -oe ON < Va (sX = v). (3.29) 
le X) bY) < Xs (sap xe xa). (3.30) 


则 方程 (3.27) 有 唯一 强 解 . 
注 3.33 在 定理 3.32 WEF, WY = 0, N Yz e R2, X € 95,28 














Joe < lle o + VA (sup el ), (331) 
eX) < eso) + Xo» (sup |xa ) (3.32) 


由 引 理 2.27, 存在 À, 为 双 参 数 非 负 局 部 可 积 函 数 ， 使 
le 20] + ls ISVS (1+ sup x. (3.33) 


由 引 理 1.41, 令 y(u) = pP(us) + Blur), G(z,u) = X(z)y(u), H(z,u) = 2°-1(G(z,u) + 
lez, 0][? + [b(z, 0|?) BR 2^7 X, (z) (1.4 u), W y, G, H 满足 注 3.25 中 的 条 件 . 
注 3.34 ZJ HH FHP: 


X? = r, 
| X" = z+ f, ofl€X")AW! + fp WIE, X") dE, neN, “9 
j=1 


显然 ， 在 定理 3.32 的 条 件 下 , 方程 (3.34) 有 唯一 强 解 ， 且 满足 E (su xe?) <u.. 同 理 
可 证 Vn > m, 


E | sup | X7?" — X7J|P 

(e-r) 

< y f =| > eer 222] v(E (sup | XP - xer) ) dé 
R; ; Rz ç <€ 


j=m+1 





























再 若 级 数 [oj(z, X)? Beet, DU 





lim E (sup [xe = xe) = 0, 
m,n—oo ¿< 
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lim E (sup |X? = xa) = 0. 


也 一 OO Cz 
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